
第三章

随机信号和噪声分析

3畅1　基本内容及学习要点
通信系统中传输的信号（如话音信号、视频信号等）本质上都具有随机性。

具有随机特性的信号称为随机信号。 随机信号的某个参数或几个参数是不能预
知或不能完全预知的。 此外，通信系统中遇到的各种干扰和噪声更是具有随机
性。 因此，称这种干扰和噪声为随机噪声，简称为噪声。 对随机信号和噪声的分
析是用统计学中有关随机过程的理论和方法进行的。
3畅1畅1　随机过程

1畅基本概念
随机过程 X（ t）是一种取值随机变化的时间函数，它不能用确切的时间函数

来表示。 随机过程的取值虽然随机，但取各种值的可能性的分布规律通常是能
够确切地获得的。 也就是说随机过程有确切的统计规律，因此可以用严格的统
计特性来描述随机过程。

2畅随机过程的理解
可从以下几个角度去理解随机过程：
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① 随机过程是一种取值随机变化的时间函数，它不能用确切的时间函数来
表示。 例如，在时间函数 s（ t） ＝Aｃｏｓ（ω０ t ＋φ）表示式中，有 A、ω０ 、φ三个参数，
当这三个参数已知时，函数 s（ t） ＝Aｃｏｓ（ω０ t＋φ）是一个确定的信号，这时任意时
间点上的信号值是确定的。 但若 A、ω０、φ三个参数中任意一个或多个为随机变
量（取值不确定）时，函数 s（ t） ＝Aｃｏｓ（ω０ t ＋φ）就是随机过程了，因为这时任意
时间点上的信号值是不确定的（随机变量）。

② 随机过程是由全部可能的实现（或样本函数 x i（ t），i ＝１，２，３，…）构成的
集合｛x i（ t）｝。 每个实现都是一个确定的时间函数，而随机性就体现在出现哪一
个实现是不确定的。 如通信系统中遇到的噪声是典型的随机过程。 以噪声为
例，它是由全部可能的实现（x i（ t），i ＝１，２，３，…）构成的集合｛x i（ t）｝。 假设有 N
台性能完全相同的接收机，它们的工作条件也相同，然后测试这 N 台接收机各
自的输出噪声。 结果是 N台接收机的输出噪声各不相同，即使 N 足够地大，也
不会得到两个完全相同的结果，因为每台接收机的输出是噪声集合中的某个实
现。 但如果输出的是一个确定的时间函数，那么 N台接收机将会得到 N 个相同
的结果。

③ 对随机过程来说，“随机”的含义是指取值不确定，仅有取某个值的可能
性；“过程”含义是指它为时间 t的函数。

3畅基本特点
（１） 取值的随机性
在某一个固定时刻，如 t ＝t１ 时，来观察随机过程的值 X（ t１ ），它是一个随机

变量；在不同的 t１ ，t２ ，…，tn 时刻考察随机过程时，得到不同的随机变量。
（２） 样本的确定性
随机过程可看成是一个由全部可能的实现 （或样本函数）构成的集合

｛x i（ t）｝，每个实现都是一个确定的时间函数，而随机性就体现在出现哪一个实
现是不确定的。

4畅统计特性
（１） 分布函数和概率密度函数
一维分布函数为

F１ （x１，t１） ＝P｛X（ t１ ）≤x１｝ （３畅１）
其含义为：随机过程在 t＝t１ 时刻对应的随机变量 X（ t１）的分布函数，即 X（ t１ ）≤
x１ 的概率。

一维概率密度函数为

f１（x１ ，t１ ） ＝矪F１（x１ ，t１ ）
矪x１ （３畅２）

二维分布函数为
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F２ （x１ ，x２ ；t１ ，t２ ） ＝P｛X（ t１ ）≤x１ ；X（ t２ ）≤x２ ｝ （３畅３）
其含义为：随机过程在 t＝t１ 及 t＝t２ 时得到的随机变量 X（ t１ ）及 X（ t２）的分布函
数，即 X（ t１）≤x１ 及 X（ t２ ）≤x２ 同时满足的概率。

二维概率密度函数为

f２ （x１ ，x２ ；t１ ，t２ ） ＝矪F２（x１ ，x２ ；t１，t２）
矪x１ 矪x２ （３畅４）

同理，称下式
F n（x１，x２ ，…，xn；t１ ，t２ ，…，tn） ＝P｛X（ t１ ）≤x１ ，X（ t２ ）≤x２ ，…，X（ tn）≤xn｝

（３畅５）
为随机过程 X（ t）的 n维分布函数。 称下式

fn（x１ ，x２ ，…，xn；t１ ，t２ ，…，tn） ＝矪Fn（x１ ，x２ ，…，xn；t１，t２，…，tn）
矪x１ 矪x２…矪xn （３畅６）

为随机过程 X（ t）的 n维概率密度函数。
（２） 数字特征
① 数学期望（均值）。

a（ t１ ） ＝E［X（ t１ ）］ ＝∫∞

－∞ x１· f１ （x１ ，t１ ）ｄx１ （３畅７）
其含义为：t＝t１ 时，随机变量 X（ t１ ）的数学期望。 上式中，t１ 取任意值 t 时，得到
随机过程的数学期望为

a（ t） ＝E［X（ t）］ ＝∫∞

－∞ x· f１ （x，t）ｄx （３畅８）
② 方差。

D［X（ t１ ）］ ＝E｛［X（ t１） －a（ t１ ）］ ２｝ ＝σ２（ t１ ）
其含义为：t＝t１ 时，随机变量 X（ t１ ）的方差。 上式中，t１ 取任意值 t 时，得到随机
过程的方差为

σ２ （ t） ＝D［X（ t）］ ＝E｛［X（ t） －a（ t）］ ２ ｝ ＝∫∞

－∞ （x －a） ２ · f１ （x，t）ｄx
（３畅９）

式（３畅９）还可以写为
σ２ （ t） ＝E［X２ （ t）］ －E２ ［X（ t）］ （３畅１０）

③ 协方差函数。
　B（ t１，t２ ） ＝E ［X（ t１） －a（ t１）］［X（ t２ ） －a（ t２ ）］

＝∫∞

－∞∫∞－∞ ［x１ －a（ t１ ）］［x２ －a（ t２ ）］ f２ （x１ ，x２ ；t１ ，t２ ）ｄx１ ｄx２ （３畅１１）
其含义为：对随机过程在 t ＝t１ 及 t ＝t２ 任意两个时刻上的随机变量与各自均值
的差值之间的相关性进行描述。
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④ 自相关函数。
R（ t１ ，t２ ） ＝E［X（ t１ ）X（ t２ ）］ ＝∫∞

－∞∫∞

－∞ x１ x２ f２ （x１，x２ ；t１ ，t２ ）ｄx１ ｄx２ （３畅１２）
其含义为：对随机过程在 t ＝t１ 及 t ＝t２ 任意两个时刻上的随机变量之间的相关
性进行描述。

⑤ B（ t１ ，t２ ）与 R（ t１ ，t２ ）的关系。
B（ t１，t２） ＝R（ t１ ，t２） －E［X（ t１ ）］· E［X（ t２）］ （３畅１３）

3畅1畅2　平稳随机过程
平稳随机过程是应用广泛的一类随机过程。 一般地说，通信系统中遇到的

随机信号和噪声都是平稳随机过程。
1畅定义
任意 n维概率密度函数与时间起点无关的随机过程称为平稳随机过程。 即
　　　　　　　　fn（x１ ，x２ ，…，xn；t１ ，t２ ，…，tn）

＝fn（x１ ，x２ ，…，xn；t１ ＋τ，t２ ＋τ，…，tn ＋τ） （３畅１４）
2畅含义
平稳随机过程的统计特性不随时间的变化而改变，即其统计特性是平稳的。
3畅特点
① 平稳随机过程的一维概率密度函数与考察时刻 t１ 无关。 即

f１ （x１ ，t１ ） ＝f１ （x１ ，t１ ＋τ） ＝f１ （x１ ） （３畅１５）
② 平稳随机过程的二维概率密度函数与考察时间的起点 t１ 无关，而仅与考

察时间间隔 τ有关，是 τ的函数。 即
f２ （x１，x２ ；t１ ，t２ ） ＝f２ （x１ ，x２ ；０，t２ －t１ ） ＝f２（x１ ，x２；τ） （３畅１６）

式中，τ＝t２ －t１ ，为两个考察时刻 t１ ，t２ 之间的时间间隔。
③ 平稳随机过程的数学期望（均值）和方差都是常数。 即

E［X（ t）］ ＝∫∞

－∞ x· f１ （x）ｄx ＝a （３畅１７）
D［X（ t）］ ＝E｛［X（ t） －a］ ２ ｝ ＝∫∞

－∞ （x －a） ２· f１ （x）ｄx ＝σ２ （３畅１８）
④ 平稳随机过程的自相关函数仅与时间间隔 τ有关，是 τ的函数，而与考

察时间起点无关。 即
R（ t１ ，t２ ） ＝E［X（ t１ ）X（ t２ ）］ ＝E［X（ t１ ）X（ t１ ＋τ）］

＝∫∞

－∞∫∞

－∞ x１ x２ f２（x１ ，x２；τ）ｄx１ ｄx２ ＝R（τ） （３畅１９）
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4畅自相关函数的性质
① R（τ）是 τ的偶函数，即 R（τ） ＝R（ －τ）。
② 自相关函数具有递减特性，即 R（τ） ≤R（０）。 当 τ＝０ 时，自相关函数

有最大值。
③ R（０）为平稳随机过程的平均功率 P，即 R（０） ＝E［X２ （ t）］ ＝P。
④ R（∞）为平稳随机过程 X（ t）的直流功率 a２ ，即 R（∞） ＝E２［X（ t）］ ＝a２ 。
⑤ R（０） －R（∞）为平稳随机过程 X（ t）的方差 σ２，即 σ２ ＝R（０） －R（∞）。
结论：平稳随机过程的方差为交流功率。 平稳随机过程均值为零时，其方差

等于平均功率 P。
5畅狭义平稳随机过程与广义平稳随机过程
（１） 狭义平稳随机过程
任意 n 维概率密度函数与时间的起点无关的随机过程。 狭义平稳随机过程

又称为窄平稳随机过程。
（２） 广义平稳随机过程
数学期望及方差与时间 t 无关，而自相关函数仅与时间间隔 τ有关的随机

过程。 广义平稳随机过程又称为宽平稳随机过程。
注意：狭义平稳随机过程一定是广义平稳随机过程，但反之不一定成立。

3畅1畅3　随机过程的各态历经性（遍历性）
1畅含义
对随机过程中的任意一实现（样本函数）来说，它好像经历了随机过程中所

有可能的状态一样。
2畅意义
求具有各态历经性的随机过程的数字特征时，无需获得过程大量的样本函

数进行集合平均（统计平均），只需得到一个样本函数进行时间平均就可以了，
从而将求集合平均的问题化为求时间平均的问题，可大大简化计算过程。

注意：具有各态历经性的随机过程一定是平稳随机过程，但平稳随机过程不
一定都具有各态历经性。

3畅平稳随机过程具有各态历经性的条件
ｌｉｍ
T→∞

１
T∫T２－T２ R（τ）ｄτ＝０

平稳随机过程只要满足以上条件时，就具有各态历经性。 其含义是平稳随
机过程的自相关函数 R（τ）在整个时间区间内平均值为零。 一般来说，通信系统
中遇到的有用信号或噪声均能满足这个条件，因此，都将它们视为各态历经平稳
随机过程。
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3畅1畅4　平稳随机过程自相关函数与功率谱密度的关系
1畅维纳 －欣钦定理
与确定信号的自相关函数与功率谱密度之间是一对傅里叶变换关系一样，

平稳随机过程的自相关函数 R（τ）与功率谱密度 P（ω）之间有以下关系
P（ω） ＝∫∞

－∞ R（τ）· ｅ －ｊωτｄτ （３畅２０）
R（τ） ＝ １

２π∫∞

－∞ P（ω）· ｅ ｊωτｄω （３畅２１）
以上关系称为维纳 －欣钦（Ｗｉｅｎｅｒ-Ｋｈｉｎｔｃｈｉｎｅ）定理。

2畅自相关时间 τk

τｋ ＝∫
∞

－∞ R（τ）ｄτ
２R（０） （３畅２２）

3畅等效带宽 Δf

Δf ＝∫
∞

－∞ P（ f）ｄf
２P（０） （３畅２３）

且有 τｋ· Δf＝P（０）２R（０）·
R（０）
２P（０） ＝１

４ （３畅２４）
结论：自相关时间与等效带宽共同描述了平稳随机过程的自相关性的强弱

程度，自相关时间越大，等效带宽越小，表明平稳随机过程自相关性越强；反之，
表明平稳随机过程自相关性越弱。

4畅两种极端情况
① τｋ ＝０，Δf→∞。
此时随机过程的自相关性最弱，这时的随机过程实际上就是白色随机过程

（白色噪声）。
② τｋ ＝∞，Δf＝０。
此时随机过程的自相关性最强，这时的随机过程实际上是直流信号。

3畅1畅5　两个随机过程之间的统计联系
实际系统中，常常需要研究两个或多个随机过程同时出现的情况。 例如，通

信系统中就需要同时考虑有用信号 x（ t）与噪声 n（ t）之间的统计联系。
1畅联合分布函数
　　Fn ＋m（x１ ，…，xn；y１ ，…，ym ；t１ ，…，tn；t′１，…，t′m ）

＝P｛X（ t１）≤x１ ，…，X（ tn）≤xn；Y（ t′１ ）≤y１ ，…，Y（ t′m ）≤ym｝ （３畅２５）
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2畅联合概率密度函数
　　　　fn ＋m （x１，…，xn；y１，…，ym ；t１ ，…，tn；t′１ ，…，t′m ）

＝矪Fn ＋m （x１ ，…，xn；y１ ，…，ym ；t１ ，…，tn；t′１，…，t′m ）
矪x１…矪xn矪y１…矪ym （３畅２６）

3畅统计独立
若随机过程 X（ t）和 Y（ t）对任意 n＋m 的值，都有下式成立
　　　　fn ＋m （x１，…，xn；y１，…，ym ；t１ ，…，tn；t′１ ，…，t′m ）

＝fn（x１ ，…，xn；t１，…，tn）· fm（y１ ，…，ym ；t′１ ，…，t′m） （３畅２７）
则称随机过程 X（ t）和 Y（ t）统计独立。

4畅互不相关
定义随机过程 X（ t）和 Y（ t）的互协方差函数 BXY（ t１，t２ ）为

BXY（ t１ ，t２ ） ＝E｛［X（ t１ ） －aX （ t１ ）］［Y（ t２） －aY（ t２ ）］｝
＝RXY（ t１ ，t２ ） －E［X（ t１）］E［Y（ t２ ）］ （３畅２８）

若满足 BXY（ t１ ，t２ ） ＝０ 时，称随机过程 X（ t）和 Y（ t）互不相关。
注意：如果随机过程 X（ t）和 Y（ t）是统计独立的，则它们一定互不相关。 但

如果随机过程 X（ t）和 Y（ t）互不相关，它们不一定统计独立。 这是因为，统计独
立是在任意 n ＋m 值的条件下得到的，而互不相关只考虑了 t1 和 t2 两个时刻。
3畅1畅6　正态随机过程

正态随机过程又称为高斯（Ｇａｕｓｓｉａｎ）随机过程，是一种常见而又重要的随
机过程。 通信系统中的噪声就是典型的正态随机过程。

1畅定义
任意 n维概率密度函数都服从正态分布的随机过程称为正态随机过程。
2畅性质
① 正态随机过程如果是广义平稳的，则也是狭义平稳的。
② 正态随机过程的线性变换仍是正态随机过程。
该性质表明，线性变换不改变正态随机过程的统计特性，但会改变正态随机

过程的数字特征值。
③ 如果两个正态随机过程 X（ t）和 Y（ t）互不相关，则它们也统计独立。
注意：性质①及③对一般的随机过程来说并不成立，但对正态随机过程是

例外。
3畅1畅7　平稳随机过程通过线性系统

当线性系统的输入是平稳随机过程 X（ t）时，输出 Y（ t）也是随机过程，且
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X（ t）和 Y（ t）的关系为
Y（ t） ＝∫∞－∞ h（τ）X（ t －τ）ｄτ （３畅２９）

1畅Y（ t）的数字特征
（１） 数学期望

E［Y（ t）］ ＝∫∞

－∞ h（τ）E［X（ t －τ）］ｄτ＝a· H（０） （３畅３０）

式中，E［X（ t－τ）］ ＝a 为 X（ t）的数学期望， H（０） ＝∫∞－∞ h（τ）ｄτ。
（２） 自相关函数
RY（ t，t ＋τ） ＝∫∞

－∞∫∞

－∞ h（γ）h（σ）RX（τ＋γ－σ）ｄγｄσ＝RY（τ） （３畅３１）
式中，E［X（ t－γ）X（ t＋τ－σ）］ ＝RX （τ＋γ－σ）为 X（ t）的自相关函数。

结论：输出随机过程 Y（ t）至少是广义平稳随机过程。
2畅Y（ t）的功率谱密度

PY（ω） ＝PX （ω）· H倡 （ω）· H（ω） ＝PX （ω）· H（ω） ２ （３畅３２）
式中， PX（ω） ＝∫∞

－∞ RX （τ）ｅ －ｊωτｄτ为输入随机过程 X（ t）的功率谱密度。

3畅1畅8　加性高斯白噪声
1畅噪声来源
对通信系统来说，噪声分为外部噪声和内部噪声，这些噪声以相加的方式对

有用信号产生影响，故总称为加性噪声。 外部噪声主要由信道引入，包括人为噪
声、工业干扰和天电噪声。 内部噪声是由通信设备内部产生的一种干扰，主要包
括散弹噪声及热噪声。 它对信号的影响最为严重，是研究的重点。

① 散弹噪声：通信设备中有源器件内部的载流子或电子发射的不均匀性引
起的一种起伏过程。

② 热噪声：由通信设备中电阻类器件（如天线）内部的电子热运动（布朗运
动）引起的一种起伏过程，也称为电阻热噪声。

2畅噪声性质
散弹噪声及热噪声都是服从高斯分布的白噪声。 因此加性噪声也称为加性

高斯白噪声（ＡＷＧＮ）。
理想白噪声（白色随机过程）是一个非自相关的随机过程，它包含有自零至

无穷大的所有频谱分量，这类似于光学中包括有全部可见光谱的白光，故名白噪
声。 因此，白噪声的功率谱密度是一个常数，为
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双边功率谱： P（ f） ＝n０２ ， －∞ ＜f＜＋∞ （３畅３３）
单边功率谱： P（ f） ＝n０ ，０ ＜f＜＋∞ （３畅３４）
由维纳 －欣钦定理，可得到白噪声的自相关函数为

R（τ） ＝F －１ ［P（ω）］ ＝n０２ δ（τ） （３畅３５）
白噪声的功率谱密度及自相关函数如图 ３畅１ 所示。

图 ３畅１　白噪声的功率谱密度及自相关函数

3畅1畅9　白色随机过程通过窄带线性系统———窄带噪声
白噪声通过窄带线性系统后的输出噪声称为窄带噪声。
1畅功率谱密度

P n ｉ（ω） ＝P（ω） H（ω） ２ ＝n０２ H（ω） ２ （３畅３６）
2畅自相关函数
由维纳 －欣钦定理，窄带噪声的自相关函数为

Rn ｉ（τ） ＝ １
２π∫∞

－∞ Pn ｉ（ω）· ｅ ｊωτｄω＝ １
２π∫∞

－∞
n０
２ H（ω） ２ ｅ ｊωτｄω （３畅３７）

当窄带线性系统具有理想的带通传输特性时，窄带噪声的功率谱密度为

Pn ｉ（ f） ＝
n０
２ f０ －B２ ≤ f ≤f０ ＋B２
０ 其他

（３畅３８）

对应的自相关函数为

Pn ｉ（τ） ＝２∫f ０－B／２f０－B／２
n０
２ ｅ ｊ２πfτｄf ＝n０BＳａ（πBτ）ｃｏｓω０ t （３畅３９）

Pn ｉ（ f）及 Rn ｉ（τ）对应的曲线如图 ３畅２ 所示。
此时，可计算出窄带噪声的功率为

N ｉ ＝∫∞－∞ Pn ｉ（ f）ｄf ＝n０B
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图 ３畅２　理想传输特性时窄带噪声的功率谱密度及自相关函数
3畅窄带噪声的波形特征
窄带噪声的波形具有“准正弦波”的特征，即窄带噪声的波形是一个频率近

似为 f０ ，包络和相位缓慢变化的正弦波，如图 ３畅３ 所示。

图 ３畅３　窄带噪声的波形特征

4畅窄带噪声表示形式
（１） 包络和相位形式

n ｉ（ t） ＝R（ t）ｃｏｓ［ω０ t ＋θ（ t）］ （３畅４０）
（２） 同相和正交分量形式

n ｉ（ t） ＝n ｃ（ t）ｃｏｓω０ t －nｓ（ t） ｓｉｎω０ t （３畅４１）
5畅nc（ t）和 ns（ t）以及 R（ t）和 θ（ t）的统计特性
（１） nｃ（ t）和 nｓ（ t）的统计特性
① 均值。

E［n ｓ（ t）］ ＝E［n ｃ（ t）］ ＝０ （３畅４２）
②自相关函数。

Rn ｉ（０） ＝R n ｃ（０） ＝R n ｓ（０） （３畅４３）
上式表明，n ｉ（ t）和 n ｃ（ t）及 nｓ（ t）具有相同的方差或功率，即

σ２
n ｉ ＝σ２

n ｃ ＝σ２
n ｓ ＝σ２ （３畅４４）

此外，还有以下关系
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R n ｓn ｃ（０） ＝Rn ｃn ｓ（０） ＝０ （３畅４５）
上式表明，n ｃ（ t）和 nｓ （ t）在同一时刻是互不相关的随机过程，因而由正态（高
斯）随机过程的性质可知，它们也是统计独立的随机过程。

结论：窄带噪声 n i（ t）的同相分量 nc（ t）及正交分量 n s（ t）是均值为零，统计
独立的平稳高斯随机过程，其方差或功率相同，且等于窄带噪声 n i （ t）的方差或
功率。

（２） R（ t）和 θ（ t）的统计特性
R（ t）和 θ（ t）的二维联合概率密度函数 fRθ（R，θ）为

fRθ（R，θ） ＝ R
２πσ２ ｅｘｐ －R

２

２σ２ （３畅４６）
① R（ t）的一维概率密度函数为

fR（R） ＝Rσ２ ｅｘｐ －R
２

２σ２ 　　０≤R ＜∞ （３畅４７）
上式表明，R（ t）服从瑞利（Ｒａｙｌｅｉｇｈ）分布。

② θ（ t）的一维概率密度函数为
fθ（θ） ＝１

２π　　０≤θ≤２π （３畅４８）
上式表明，θ（ t）服从均匀分布。

此外，由于 fRθ（R，θ） ＝fR （R）· fθ（θ），因此 R（ t）和 θ（ t）还是统计独立的（一
维分布时）。

（３） R（ t）的特点
① R ＝σ时，fR （R）出现最大值 １

σｅｘｐ －１
２ 。 即包络取 σ的可能性最大；

② 包络的期望值为 E［R（ t）］ ＝ π
２ σ；

③ 包络的中位值为 R１ ＝１畅１７７σ；所谓中位值是指累积分布概率为 ５０％时
的包络值。

④ 包络的均方值为 E［R２（ t）］ ＝２σ２；
⑤ 包络的方差为 D［R（ t）］ ＝E｛［R －E（R）］ ２｝ ＝ ２ －π

２ σ２。

3畅1畅10　正弦波加窄带高斯噪声
1畅合成信号包络 Q（ t）的统计特性

fQ（Q） ＝Qσ２ ｅｘｐ －Q
２ ＋A２

２σ２ I０
AQ
σ２ 　　Q≥０ （３畅４９）
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上式表明，正弦波加窄带高斯噪声的合成信号包络 Q（ t）服从广义瑞利分布，也
称为莱斯（Ｒｉｃｅ）分布。

2畅Q（ t）分布与信噪比 A2 ／2σ2
的关系

Q（ t）分布与信道中的广义信噪比 A２ ／２σ２
有关。

① A２ ／２σ２
很小（此时 A 值很小，噪声起主要作用）时，Q（ t）服从瑞利分布。

② A２ ／２σ２
很大（此时，A 值很大，信号起主要作用）时，Q（ t）近似服从正态

分布。
③ A２ ／２σ２

不大不小时，Q（ t）服从广义瑞利分布。
特别地，当 A ＝０ 时，由于 I０ （０） ＝１，式（３畅４９）变为了式（３畅４７），这时合成信

号实际为窄带高斯噪声。
3畅合成信号相位 φ（ t）的统计特性
φ（ t）的统计特性也与信道中的信噪比有关，当信噪比很小时，随机相位

φ（ t）接近均匀分布；当信噪比很大时，随机相位主要集中在信号的相位附近。

3畅2　典型例题分析
例 3畅1 　设随机过程 X（ t） ＝Aｃｏｓ（ω０ t＋θ），式中，A 和 ω０ 均为常数；θ是一

个随机变量，它在 ０≤θ≤π范围内取值且服从均匀分布。 试求随机过程 X（ t）的
以下量：

（１） 均值；（２） 方差；（３） 自相关函数；（４） 功率谱密度及总平均功率。
思路： 利用随机过程的均值、方差、自相关函数和功率谱密度的定义及相互

关系计算。
解： θ的概率密度函数为

f（θ） ＝
１
π ０≤θ≤π
０ 其他

（１） X（ t）的均值为
　　　　　a（ t） ＝E［X（ t）］ ＝E［Aｃｏｓ（ω０ t＋θ）］

＝E［Aｃｏｓω０ tｃｏｓθ －Aｓｉｎω０ tｓｉｎθ］
＝Aｃｏｓω０ t· E［ｃｏｓθ］ －Aｓｉｎω０ t· E［ ｓｉｎθ］
＝Aｃｏｓω０ t∫π

０ ｃｏｓθ １
πｄθ －Aｓｉｎω０ t∫π

０ ｓｉｎθ １
πｄθ

＝Aｃｏｓω０ t· ０ －Aｓｉｎω０ t· ２
π

＝－２
πAｓｉｎω０ t
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（２） X（ t）的方差为
D［X（ t）］ ＝E｛［X（ t） －a（ t）］２｝ ＝E［X２（ t）］ －E２［X（ t）］

＝E［A２ｃｏｓ２（ω０ t＋θ）］ －E２［X（t）］ ＝A２２ E［１ ＋ｃｏｓ２（ω０ t＋θ）］ －E２［X（t）］
＝A２２ ＋A２２ E［ｃｏｓ２（ω０ t＋θ）］ －E２［X（ t）］
＝A２２ ＋A２２ ［ｃｏｓ２ω０ t· E［ｃｏｓ２θ］ －Aｓｉｎ２ω０ t· E［ｓｉｎ２θ］］ －E２［X（ t）］
＝A２２ ＋A２２ ｃｏｓ２ω０t· ∫π０ ｃｏｓ２θ １

πｄθ －Aｓｉｎ２ω０t· ∫π０ ｓｉｎ２θ １
πｄθ －E２［X（t）］

＝A２２ ＋A２２ ［ｃｏｓ２ω０ t· ０ －Aｓｉｎ２ω０ t· ０］ －E２［X（t）］ ＝A２２ － －２
πAｓｉｎω０ t

２

＝A２２ －４
π２A２ ｓｉｎ２ω０ t

（３） X（ t）的自相关函数为
　　　　R（ t，t ＋τ） ＝E［X（ t）X（ t＋τ）］

＝E［A２ ｃｏｓ（ω０ t＋θ）ｃｏｓ（ω０ t＋ω０τ＋θ）］
＝A

２

２ E［ｃｏｓω０τ＋ｃｏｓ（２ω０ t ＋ω０τ＋２θ）］
＝A

２

２ ｃｏｓω０τ＋A
２

２ E［ｃｏｓ（２ω０ t＋ω０τ＋２θ）］
＝A

２

２ ｃｏｓω０τ＝R（τ）
（４） X（ t）的功率谱密度
由于功率谱密度与自相关函数为一对傅里叶变换，且有

ｃｏｓω０τ吃π［δ（ω＋ω０ ） ＋δ（ω－ω０ ）］
故

P（ω） ＝πA２

２ ［δ（ω＋ω０） ＋δ（ω－ω０ ）］
X（ t）的平均功率为 P ＝R（０） ＝A

２

２ 。
例 3畅2 　随机过程 X（ t）为平稳随机过程，RX （τ）为 X（ t）的自相关函数，

X（ t）的功率谱为 PX （ω），Y（ t） ＝X（ t）· （ －ｓｉｎω０ t），求：
（１） Y（ t）的自相关函数，Y（ t）是否为平稳过程？
（２） Y（ t）的功率谱密度。
思路： 利用平稳随机过程的自相关函数的特点判断。
解： （１） Y（ t）的自相关函数可由自相关函数的定义得到
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　　RY（ t，t＋τ） ＝E［Y（ t）Y（ t＋τ）］
＝E［X（ t）X（ t＋τ） ｓｉｎω０ tｓｉｎω０ （ t ＋τ）］
＝１
２ E［X（ t）X（ t＋τ）］［ｃｏｓω０τ－ｃｏｓ（２ω０ t ＋ω０τ）］

＝１
２ RX （τ）［ｃｏｓω０τ－ｃｏｓ（２ω０ t＋ω０τ）］

由上可见，Y（ t）的自相关函数与时间 t有关，所以 Y（ t）不是平稳随机过程。
（２） Y（ t）的功率谱密度
非平稳随机过程的自相关函数既与时间 t有关又与时间间隔 τ有关。 对非

平稳随机过程求功率谱时，要先将其自相关函数求时间平均，再进行傅里叶
变换。
PY（ω） ＝∫＋∞

－∞ ｌｉｍ
T→∞

１
T∫T２－T２ RY（ t，t ＋τ）ｄt ｅ －ｊωτｄτ

＝∫＋∞

－∞ ｌｉｍ
T→∞

１
T∫T２－T２ １

２ RX （τ）［ｃｏｓω０τ＋ｃｏｓ（２ω０ t ＋ω０τ）］ ｄt ｅ －ｊωτｄτ

＝∫＋∞

－∞
１
２ RX（τ）ｃｏｓω０τ＋ｌｉｍ

T→∞
１
T∫T２－T２ １

２ RX（τ）［ｃｏｓ（２ω０ t ＋ω０τ）］ ｄt ｅ－ｊωτｄτ

＝∫＋∞

－∞
１
２ RX （τ）ｃｏｓω０τ＋０ ｅ －ｊωτｄτ＝∫＋∞

－∞
１
２ RX （τ）ｃｏｓω０τｅ －ｊωτｄτ

＝ １
４ ［PX （ω－ω０ ） ＋PX （ω＋ω０ ）］

注意：通信系统中，同步解调时要用到乘法运算。
例 3畅3 　在某系统中，已知输出 Y（ t） ＝X（ t） －X（ t－T）。 若 X（ t）为平稳随

机过程，自相关函数为 RX （τ）。 试：
（１） 求输出 Y（ t）的自相关函数 RY（τ）及功率谱密度函数 PY（ω）；
（２） 若 Z（ω） ＝１

ｊωY（ω），Z（ t）和 Z（ω）为一对傅里叶变换，求 Z（ t）的功率
谱密度函数 PZ（ω）。

解： （１） 方法一：
自相关函数为

　　RY（τ） ＝E［Y（ t）Y（ t ＋τ）］
＝E｛［X（ t） －X（ t－T）］［X（ t＋τ） －X（ t＋τ－T）］｝
＝E［X（ t）X（ t＋τ）］ －E［X（ t）X（ t ＋τ－T）］ －
　E［X（ t－T）X（ t ＋τ）］ ＋E［X（ t－T）X（ t＋τ－T）］
＝RX （τ） －RX （τ－T） －RX（τ＋T） ＋RX（τ）
＝２RX（τ） －RX （τ－T） －RX （τ＋T）
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功率谱密度为

PY（ω） ＝２PX （ω） －PX （ω）ｅ －ｊωT －PX（ω）ｅ ｊωT

＝２（１ －ｃｏｓωT）PX（ω）
方法二：
由题意可得

HYX （ω）＝Y（ω）X（ω） ＝１ －ｅ －ｊωT

＝ｅ －ｊωT２ ｅ ｊωT２ －ｅ －ｊωT２

＝２ｊｓｉｎ ωT
２ · ｅ －ｊωT２

故

PY（ω） ＝ HY（ω） ２ · PX （ω） ＝ ２ｊｓｉｎ ωT
２ ｅ －ｊωT２

２
· PX（ω）

＝４ｓｉｎ２ ωT
２ · PX（ω）

＝２（１ －ｃｏｓωT）PX（ω）
（２） 方法一：
由题意可得

HZY（ω） ＝Z（ω）Y（ω） ＝１
ｊω

　　　　　PZ （ω） ＝ HZY（ω） ２ · PY（ω）
＝ １

ｊω
２
· PY（ω） ＝１

ω２ · ４ｓｉｎ２ ωT
２ · PX （ω）

＝T２ Ｓａ２ ωT
２ · PX （ω）

方法二：
由题意可得

　　　　　HZX（ω） ＝Z（ω）X（ω） ＝HZY（ω）HYX （ω）
＝Z（ω）Y（ω）

Y（ω）
X（ω） ＝１ －ｅ －ｊωT

ｊω
＝ｅ －ｊωT２ ｅ ｊωT２ －ｅ －ｊωT２ · １

ｊω＝２ １
ωｓｉｎ ωT

２ · ｅ －ｊωT２

＝TＳａ ωT
２ · ｅ －ｊωT２

故
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PZ （ω） ＝ HZ （ω） ２ · PX （ω） ＝ TＳａ ωT
２ · ｅ －ｊωT２

２
· PX （ω）

＝T２ Ｓａ２ ωT
２ · PX （ω）

例 3畅4 　已知随机过程 z（ t） ＝m（ t）ｃｏｓ（ω０ t＋θ）。 其中，相位 θ是一随机变
量，θ在（０，２π）为均匀分布。 m（ t）是广义平稳随机过程，m（ t）与 θ是统计独立
的，m（ t）的自相关函数 Rm （τ）为

Rm（τ） ＝
１ ＋τ －１ ＜τ＜０
１ －τ ０≤τ＜１
０ 其他

（１） 证明 z（ t）是广义平稳随机过程；
（２） 求 z（ t）的自相关函数 R z（τ）；
（３） 求 z（ t）的功率谱密度 P z（ω）及功率 S。
解： （１） 证明：z（ t）的均值 a z（ t）为
　　a z（ t） ＝E［ z（ t）］ ＝E［m（ t）ｃｏｓ（ω０ t ＋θ）］

＝E［m（ t）］· E［ｃｏｓ（ω０ t ＋θ）］　（m（ t）与 θ相互独立）
＝E［m（ t）］· E（ｃｏｓω０ tｃｏｓθ －ｓｉｎω０ tｓｉｎθ）
＝E［m（ t）］· ｃｏｓω０ tE（ｃｏｓθ） －ｓｉｎω０ tE（ ｓｉｎθ）

由于 m（ t）是广义平稳随机过程，所以 m（ t）的数学期望 E［m（ t）］为常数。
相位 θ是一随机变量，在（０，２π）内均匀分布，可得

f（θ） ＝１
２π　　（０≤θ≤２π）

E（ｃｏｓθ） ＝∫２π０ （ｃｏｓθ） f（θ）ｄθ ＝∫２π０ （ｃｏｓθ）· １
２π· ｄθ ＝０

E（ｓｉｎθ） ＝∫２π０ （ｓｉｎθ） f（θ）ｄθ ＝∫２π０ （ｓｉｎθ）· １
２π· ｄθ ＝０

所以，a z（ t） ＝０，为常数。
z（ t）的自相关函数为

R z（ t１ ，t２） ＝E［ z（ t１ ） z（ t２ ）］
＝E［m（ t１ ）· ｃｏｓ（ω０ t１ ＋θ）· m（ t２ ）· ｃｏｓ（ω０ t２ ＋θ）］
＝E［m（ t１ ）· m（ t２ ）］· E［ｃｏｓ（ω０ t１ ＋θ）· ｃｏｓ（ω０ t２ ＋θ）］
＝Rm（ t１ ，t２ ）· E １

２ ｃｏｓ［２θ ＋ω０ （ t１ ＋t２ ）］ ＋１
２ ｃｏｓω０ （ t１ －t２ ）

＝Rm（ t１ ，t２ ）· E １
２ ｃｏｓ［２θ ＋ω０ （ t１ ＋t２ ）］ ＋E １

２ ｃｏｓω０ （ t２ －t１ ）
＝Rm （τ） · E １

２ ｃｏｓ［２θ ＋ω０（ t１ ＋t２）］ ＋E １
２ ｃｏｓω０τ （因 m（ t）为
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广义平稳，τ＝t２ －t１）
＝Rm（τ）· E １

２ ｃｏｓ［２θ ＋ω０ （ t１ ＋t２）］ ＋１
２ ｃｏｓω０τ

由于

E １
２ ｃｏｓ［２θ ＋ω０ （ t１ ＋t２）］ ＝ １

２∫＋∞

－∞ ｃｏｓ［２θ ＋ω０ （ t１ ＋t２ ）］ f（θ）ｄθ
＝ １

２∫２π０ ｃｏｓ［２θ ＋ω０ （ t１ ＋t２）］ １
２πｄθ ＝０

所以

R z（ t１ ，t２ ） ＝Rm （τ）· ０ ＋１
２ ｃｏｓω０τ

＝Rm （τ）· １
２ ｃｏｓω０τ

＝R z（τ）
由上可见，z（ t）的均值 a z（ t）为常数，z（ t）的自相关函数 R z（τ）与时间起点 t

无关，仅与时间间隔 τ有关，故 z（ t）为广义平稳随机过程。
（２） z（ t）的自相关函数 R z（τ）为
　　　　　　R z（τ） ＝１

２ Rm （τ）· ｃｏｓω０τ

＝
１
２ （１ ＋τ）ｃｏｓω０τ －１ ＜τ＜０
１
２ （１ －τ）ｃｏｓω０τ ０≤τ＜１

０ 其他

（３） 由于 z（ t）为广义平稳过程，所以其功率谱密度与自相关函数为一对傅
里叶变换。

因此

P z（ω） ＝F ［R z（τ）］ ＝１
２π· π［δ（ω＋ω０） ＋δ（ω－ω０ ）］倡 １

２ Ｓａ２ ω
２ · １

＝１
４ Ｓａ２ ω＋ω０

２ ＋Ｓａ２ ω－ω０
２

求 z（ t）功率 S 有两种方法。
方法一：
S ＝ １

２π∫＋∞

－∞ P z（ω）ｄω＝ １
８π∫＋∞

－∞ Ｓａ２ ω＋ω０
２ ＋Ｓａ２ ω－ω０

２ ｄω

＝ １
４π∫＋∞

－∞ Ｓａ２ ω－ω０
２ ｄω＝ １

４π· ２∫＋∞

－∞ Ｓａ２ ω－ω０
２ ｄ ω－ω０

２
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＝ １
２π· π＝ １

２
（注意：定积分∫＋∞

－∞ Ｓａ２ xｄx ＝π）
方法二： S＝R z（０） ＝１

２
例 3畅5 　某系统如图 ３畅４ 所示，H１ （ω）和 H２ （ω）为线性系统，输入 X（ t）是

图 ３畅４　例 ３畅５图

平稳随机过程，其功率谱密度函数为 Ｐ X （ω）。
求输出过程 Y１（ t）及 Y２ （ t）的互谱密度函数。

思路： 利用随机过程互相关函数和互谱密
度函数的定义和其相互之间的关系求解。

解： 设 H１ （ω）、H２ （ω）的冲激响应分别为
h１ （ t）和 h２ （ t），则有

Y１ （ t） ＝X（ t）倡h１（ t） ＝∫＋∞

－∞ X（ t －u）h１ （u）ｄu
Y２ （ t） ＝X（ t）倡h２（ t） ＝∫＋∞

－∞ X（ t －v）h２ （ v）ｄv
由于输入随机过程 X（ t）是平稳的，所以随机过程 Y１ （ t）和 Y２ （ t）也是平稳的，其
互相关函数为

　 R１２ （τ） ＝E Y１ （ t）Y２ （ t ＋τ）
＝E ∫＋∞

－∞ X（ t －u）h１ （u）ｄu∫＋∞

－∞ X（ t ＋τ－v）h２ （v）ｄv
＝∫＋∞

－∞ ∫＋∞

－∞ E［X（ t －u）X（ t ＋τ－v）］h１ （u）h２（ v）ｄuｄv
＝∫＋∞

－∞ ∫＋∞

－∞ RX τ＋u －v h１（u）h２ （v）ｄuｄv
由于随机过程互相关函数和互谱密度函数之间为傅里叶变换对，故有

　　　　P１２ （ω） ＝∫＋∞

－∞ R１２ （τ）ｅ －ｊωτｄτ
＝∫＋∞

－∞ ∫＋∞

－∞ ∫＋∞

－∞ RX （τ＋u －v）h１（u）h２ （v）ｄuｄvｅ －ｊωτｄτ
令 τ′＝τ＋u －v，则

τ＝τ′－u ＋v
那么

ｄτ＝ｄτ′，ｅ －ｊωτ＝ｅ －ｊωτ′ｅ ｊωu ｅ －ｊωv

最后得

P１２ （ω） ＝∫＋∞

－∞ h１ （u）ｅ ｊωuｄu∫＋∞

－∞ h２ （v）ｅ －ｊωvｄv∫＋∞

－∞ RX （τ′）ｅ －ｊωτ′ｄτ′
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＝H倡
１ （ω）· H２ （ω）· PX （ω）

例 3畅6 　已知 X（ t）和 Y（ t）是统计独立的平稳随机过程，设它们的自相关函
数分别为 RX （τ）和 RY（τ）。 求 Z（ t） ＝X（ t）Y（ t）的自相关函数。

解：
RZ （ t１ ，t２ ） ＝RZ （ t，t ＋τ） ＝E［Z（ t）Z t＋τ］

＝E ［X（ t）Y（ t）］［X t＋τY t ＋τ］
＝E ［X（ t）X t＋τ］［Y（ t）Y t ＋τ］
＝E［X（ t）X t ＋τ］· E［Y（ t）Y t＋τ］ （由于 X（t）和 Y（ t）统计独立）
＝RX （ t，t ＋τ）· RY（ t，t＋τ）
＝RX （τ）· RY（τ）　（由于 X（ t）和 Y（ t）平稳）
＝RZ （τ）

由本题可见，两个平稳随机过程如果统计独立，其乘积 Z（ t）也是平稳的。
例 3畅7 　已知 X１（ t）和 X２ （ t）是相互独立的平稳高斯随机过程，X１ （ t）的数

学期望为 a１ ，方差为 σ２
１ ，X２ （ t）的数学期望为 a２，方差为 σ２

２，设 X（ t） ＝X１ （ t） ＋
X２ （ t），试求：

（１） 随机过程 X（ t）的数学期望 a和方差 σ２ ；
（２） 随机过程 X（ t）的一维概率密度函数。
思路： 利用随机过程数字特征和概率密度函数的定义求解。
解： （１） 数学期望为

a ＝E［X（ t）］ ＝E［X１ （ t） ＋X２ （ t）］
＝E［X１（ t）］ ＋E［X２ （ t）］ ＝a１ ＋a２

方差为

　　σ２ ＝D［X（ t）］ ＝E ［X１ （ t） ＋X２ （ t）］ ２ －E２［X１ （ t） ＋X２（ t）］
＝E［X２

１ （ t） ＋２X１ （ t）X２ （ t） ＋X２
２ （ t）］ －（a１ ＋a２） ２

＝E［X２
１ （ t）］ ＋２E［X１（ t）］· E［X２（ t）］ ＋E［X２

２ （ t）］ －（a１ ＋a２ ） ２

由于

D［X１（ t）］ ＝σ２
１， D［X２（ t）］ ＝σ２

２且 D［X（ t）］ ＝E［X２（ t）］ －E２ ［X（ t）］
故有

E［X２
１ （ t）］ ＝σ２

１ ＋a２１ ， E［X２
２ （ t）］ ＝σ２

２ ＋a２２
最后得

σ２ ＝E［X２
１ （ t）］ ＋２E［X１（ t）］· E［X２ （ t）］ ＋E［X２

２ （ t）］ －（a１ ＋a２） ２

＝σ２
１ ＋a２１ ＋２a１ a２ ＋σ２

２ ＋a２２ －a２１ －２a１ a２ －a２２
＝σ２

１ ＋σ２
２
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（２） 已知 X１（ t）和 X２ （ t）是相互独立的平稳高斯随机过程，X（ t） ＝X１ （ t） ＋
X２ （ t）是线性组合，所以 X（ t）也是高斯过程，X（ t）的一维概率密度函数为

f（x） ＝ １
２πσｅ －（x－a）２

２σ２ ＝ １
２π（σ２

１ ＋σ２
２） ｅ －（x－a１ －a２）２

２（σ２１ ＋σ２２）

由本题可得结论：两个相互独立的平稳高斯随机过程，其线性组合的随机过
程性质不变，其一维概率密度函数也服从高斯分布，均值 a ＝a１ ＋a２ ，方差 σ２ ＝
σ２

１ ＋σ２
２。
例 3畅8 　窄带高斯噪声 n ｉ （ t） ＝nｃ （ t） ｃｏｓω０ t －n ｓ（ t） ｓｉｎω０ t，设 n ｉ （ t）的功率

谱密度为 Pn（ω），试求：
（１） 同相分量 n ｃ（ t）的功率谱密度 P ｃ（ω）；
（２） 正交分量 n ｓ（ t）的功率谱密度 P ｓ（ω）。
思路： 将 nｃ（ t）和 nｓ（ t）分离出来后求解。
解： （１） 将 n ｉ（ t） ＝nｃ（ t）ｃｏｓω０ t －nｓ（ t）ｓｉｎω０ t等式两边同乘以 ｃｏｓω０ t得

n ｉ（ t）ｃｏｓω０ t＝n ｃ（ t）ｃｏｓ２ω０ t－n ｓ（ t） ｓｉｎω０ tｃｏｓω０ t

n ｉ（ t）ｃｏｓω０ t ＝１
２ n ｃ（ t） ＋１

２ nｃ（ t）ｃｏｓ２ω０ t－１
２ n ｓ（ t） ｓｉｎ２ω０ t

将以上信号经传输函数为

H（ω） ＝ １　 ω ＜W／２
０　其他 （W／２ 为截止频率，低于 ２ω０ ）的理想低通滤波器滤

去掉 ２ω０ 频率成分后，得
n ｉ（ t）ｃｏｓω０ t ＬＰＦ ＝１

２ n ｃ（ t）
对上式两边求功率谱密度得

１
４ ［Pn（ω＋ω０ ） ＋Pn（ω－ω０ ）］· H（ω） ２ ＝１

４ Pｃ（ω）

所以 Pｃ（ω） ＝ Pn（ω＋ω０ ） ＋P n（ω－ω０ ） ω ＜W／２
０ 其他

（２） 将 n ｉ（ t） ＝nｃ（ t）ｃｏｓω０ t －n ｓ（ t） ｓｉｎω０ t 等式两边同乘以 －ｓｉｎω０ t，然后用
以上相同的方法，得

P ｓ（ω） ＝ Pn（ω＋ω０ ） ＋Pn（ω－ω０ ） ω ＜W／２
０ 其他

结论：同相分量 nc（ t）和正交分量 n s（ t）的功率谱密度相同，为
P s（ω） ＝Pc（ω） ＝ Pn（ω＋ω0） ＋Pn（ω－ω0 ） ω ＜W／2

0 其他
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3畅3　习题解答
3 －1 　设某微波中继线路由 ５个站组成，每个站故障率为 P，求该线路正常工作的概率

及故障概率。
解： 每个站的正常工作概率为 １ －P，则 ５ 个站均正常工作即线路正常工作的概率为

（１ －P）５，线路故障概率为 １ －（１ －P） ５。
3 －2 　设随机过程为

X（ t） ＝At＋B
① 若 B为常数，A在－１和＋１之间均匀分布，画出一些样本函数；
② 若 A为常数，B在 ０和 ２之间均匀分布，画出一些样本函数。
解： ①样本函数是通过（０，B）点、均匀分布在图３畅５中由直线 x（ t） ＝t＋B和 x（ t） ＝B确

定的区域Ⅰ以及由直线 x（ t） ＝－t＋B和 x（ t） ＝B确定的区域Ⅱ中的直线簇。
② 样本函数是斜率均为 A、均匀分布在图 ３畅６中由直线 x（ t） ＝At和 x（ t） ＝At＋２确定的

区域Ⅰ内的平行直线簇。

图 ３畅５　习题 ３ －２图 １ 图 ３畅６　习题 ３ －２图 ２
3 －3 　给定随机过程 X（ t），定义另一个随机过程 Y（ t）为

Y（ t） ＝ １　X（ t）≤x
０　X（ t） ＞x

式中，x是任一实数。
试证明：Y（ t）的均值和自相关函数分别为随机过程 X（ t）的一维和二维分布函数。
证明： 由定义可得 Y（ t）均值为

E［Y（ t）］ ＝P X（ t）≤x ×１ ＋P（X（ t） ＞x） ×０
＝P（X（ t）≤x）

恰为 X（ t）的一维分布函数。
由 Y（ t）的分布，可以得到

Y（ t１） ＝ １　X（ t１）≤x１
０　X（ t１） ＞x１
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Y（ t２） ＝ １　X（ t２）≤x２
０　X（ t２） ＞x２

因此

Y（ t１）Y（ t２） ＝ １　X（ t１）≤x１， X（ t２）≤x２
０　其他

故由定义可得 Y（ t）的自相关函数为
E［Y t１ Y（ t２）］ ＝P X（ t１）≤x１，X（ t２）≤x２ ×１ ＋P（其他） ×０

＝P X（ t１）≤x１，X（ t２）≤x２
恰为 X（ t）的二维分布函数。
得证。

3 －4 　给定一随机过程 X（ t）和常数 a，试以 X（ t）的自相关函数表示随机过程 Y（ t） ＝
X（ t＋a） －X（ t）的自相关函数。
解：
　　　　　　RY（ t，t＋τ）

＝E［Y（ t）Y（ t＋τ）］
＝E［（X（ t＋a） －X（ t））（X（ t＋a＋τ） －X（ t＋τ））］
＝E［X（ t＋a）X（ t＋a＋τ） －X（ t＋a）X（ t＋τ） －
　X（ t）X（ t＋a＋τ） ＋X（ t）X（ t＋τ）］
＝RX（ t＋a，t＋a＋τ） －RX（ t＋a，t＋τ） －RX（ t，t＋a＋τ） ＋RX（ t，t＋τ）

3 －5 　给定随机过程 X（t）为：X（t） ＝Aｃｏｓωt＋Bｓｉｎωt，式中，ω为常数，A、B是两个独立的
正态随机变量，而且 E［A］ ＝E［B］ ＝０，E［A２］ ＝E［B２］ ＝σ２，试求 X（t）的均值和自相关函数。
解： X（ t）均值为

E［X（ t）］ ＝E［Aｃｏｓωt＋Bｓｉｎωt］
＝E［A］ｃｏｓωt＋E［B］ｓｉｎωt
＝０

自相关函数为

　　　　　　RX（ t，t＋τ） ＝E［X（ t）X（ t＋τ）］
＝E［（Aｃｏｓωt＋Bｓｉｎωt）（Aｃｏｓω（ t＋τ） ＋Bｓｉｎω（ t＋τ））］
＝E［A２］ｃｏｓωtｃｏｓω（ t＋τ） ＋E［B２］ｓｉｎωtｓｉｎω（ t＋τ） ＋
　E［AB］［ｃｏｓωtｓｉｎω（ t＋τ） ＋ｓｉｎωtｃｏｓω（ t＋τ）］
＝E［A２］ｃｏｓωtｃｏｓω（ t＋τ） ＋E［B２］ｓｉｎωtｓｉｎω（ t＋τ） ＋
　E［A］E［B］［ｃｏｓωtｓｉｎω（ t＋τ） ＋ｓｉｎωtｃｏｓω（ t＋τ）］
＝σ２ｃｏｓωτ

3 －6 　平稳随机过程 X（ t）的功率谱密度如图 ３畅７所示。 试求：
① X（ t）的自相关函数，并画出其图形；
② X（ t）中含有的直流功率；
③ X（ t）中含有的交流功率；
④ 对 X（ t）进行抽样，若要求抽样值不相关，最高抽样率为多少？ 这些抽样值是否统计



第三章　随机信号和噪声分析

78　　　

独立？

图 ３畅７　习题 ３ －６图

解： ① 根据维纳－欣钦定理，可以得到
RX（τ） ＝F －１［PX（ f）］ ＝∫∞－∞PX（ f）ｅｊ２πfτｄf

＝１ －ｃｏｓ２πfｍτ
２π２τ２ fｍ ＝fｍ Ｓａ２（πfｍτ）

② 直流功率为 RX（∞） ＝０。
③ 交流功率为 RX（０） －RX（∞） ＝fｍ。
④ 若要抽样间隔为τ的抽样值之间不相关，则应有

RX（τ） ＝１ －ｃｏｓ２πfｍτ
２π２τ２ fｍ

＝０
此时，最小抽样间隔为

τｍｉｎ ＝１
fｍ

所以最高抽样速率为 fｍ。
这些抽样值是否独立取决于随机过程 X（ t）的分布。 若 X（ t）服从高斯分布，那么任意间

隔τ的抽样值均是高斯变量。 当这些抽样值之间互不相关时，也是统计独立的。
3 －7 　设随机变量 z服从均匀分布，其概率密度函数为

f（ z） ＝
１
２π ０≤z≤２π
０ 其他

现按下列关系构造两个新的随机变量 X和 Y
X＝ｓｉｎz，Y＝ｃｏｓz

① 试分别写出 X和 Y的概率密度函数；
② 试证明 X和 Y是两个互不相关的随机变量；
③ 试问 X和 Y是否统计独立？
解： ①
　　FX（x） ＝P（X＜x） ＝P（ｓｉｎz＜x）

＝
P（０≤z≤ａｒｃｓｉｎx或π－ａｒｃｓｉｎx≤z≤２π） ０≤x≤１
P（π－ｓｉｎ －１x≤z≤２π＋ｓｉｎ －１ x） －１≤x≤０

０ x＞１或 x＜－１

＝
P（０≤z≤ａｒｃｓｉｎx） ＋P（π－ａｒｃｓｉｎx≤z≤２π） ０≤x≤１

P（π－ａｒｃｓｉｎx≤z≤２π＋ａｒｃｓｉｎx） －１≤x≤０
０ x＞１或 x＜－１

＝
∫ａｒｃｓｉｎx
０

１
２πｄz ＋∫２ππ－ａｒｃｓｉｎx

１
２πｄz ０ ≤ x≤１

∫２π＋ａｒｃｓｉｎx
π－ａｒｃｓｉｎx

１
２πｄz －１ ≤ x≤０

０ x ＞１或 x ＜－１
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＝
１
２π（π＋２ａｒｃｓｉｎx） －１≤x≤１

０ x＞１或 x＜－１
所以

fX（x） ＝ｄFX（x）
ｄx ＝

１
π １ －x２ －１≤x≤１

０ x＜－１或 x＞１
同样方法，可得
　　　　FY（y） ＝P（Y≤y） ＝P（ｃｏｓz≤y）

＝ P（ａｒｃｃｏｓy≤z≤２π－ａｒｃｃｏｓy） －１≤y≤１
０ y＞１或 y＜－１

＝ ∫２π－ａｒｃｃｏｓy
ａｒｃｃｏｓy

１
２πｄz －１ ≤ y≤１

０ y ＞１或 y ＜－１
＝

１
２π（２π－２ａｒｃｃｏｓy） －１≤y≤１

０ y＞１或 y＜－１
所以

fY（y） ＝ｄFY（y）
ｄy ＝

１
π １ －y２ －１≤y≤１

０ y＜－１或 y＞１
② 由互相关的定义，可以得到
　　　　　　　BXY ＝E［XY］ －E［X］E［Y］

＝E［ｓｉｎzｃｏｓz］ －E［ｓｉｎz］E［ｃｏｓz］
＝∫２π０ ｓｉｎzｃｏｓz １

２πｄz －∫２π０ ｓｉｎz １
２πｄz∫２π０ ｃｏｓz １

２πｄz
＝０

故 X和 Y互不相关。
③ 由于

X２ ＋Y２ ＝１
故由 Z的概率密度函数可以得到 X和 Y的联合概率密度为

fXY（x，y） ＝
１
２π x２ ＋y２ ＝１
０ 其他

由于 fXY（x，y）≠fX（x）· fY（y），故 X和 Y不是相互统计独立的。
3 －8 　随机过程 X（ t）由下式定义：X（ t） ＝ｓｉｎ（２πFt），式中 F为一随机变量，其概率密度

函数为

f F ＝
１
B ０≤F≤B
０ 其他
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试问随机过程 X（ t）是否是平稳的。
解： X（ t）的均值为

E［X（ t）］ ＝E［ｓｉｎ２πFt］
＝１ －ｃｏｓ２πBt

２πBt
由上式可看出 E［X（ t）］是 t的函数。
X（ t）的自相关函数为
　　　　　　RX（ t，t＋τ） ＝E［X（ t）X（ t＋τ）］

＝１
２B

ｓｉｎ２πBτ
２πτ －ｓｉｎ［２πB（２t＋τ）］

２π（２t＋τ）
由上式可看出自相关函数是 t和τ的函数。 故可判断 X（ t）是非平稳的随机过程。
3 －9 　设随机过程为

X（ t） ＝Aｃｏｓ（ω０ t＋θ）
式中 A和ω０ 是常数，θ是随机变量。 令

f（θ） ＝
１
π ０≤θ≤π
０ 其他

① 计算 X（ t）的统计平均值 E［X（ t）］。 由此对该过程的平稳性有什么结论？
② 分别计算该过程的时间均方值X２（ t）和统计均方值 E［X２（ t）］。
解： ① 随机过程 X（ t）的均值为

E［X（ t）］ ＝∫＋∞
－∞ Aｃｏｓ（ω０ t ＋θ）· f（θ）ｄθ

＝ Aπ∫π０ ｃｏｓ（ω０ t ＋θ）ｄθ
＝－２A

πｓｉｎω０ t

E［X（ t）］是与 t有关的量，因此随机过程 X（ t）是非平稳的。
② 根据时间均方值的定义，可以得到
　　　　　　　　　 X２（t） ＝ ｌｉｍ

T→∞
１
T∫T０ X２（ t）ｄt

＝ ｌｉｍ
T→∞

１
T∫T０ A２ｃｏｓ２（ω０ t ＋θ）ｄt

＝A２２ ＋ｌｉｍ
T→∞
A２
２

ｓｉｎ２ω０T
２ω０T

＝A２２
统计均方值为

E［X２（ t）］ ＝∫＋∞
－∞ A

２ ｃｏｓ２（ω０ t ＋θ）· f（θ）ｄθ
＝∫π０ A２２π［１ ＋ｃｏｓ（２ω０ t ＋２θ）］ｄθ
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＝A２２
可以看到，尽管该过程是非平稳的，但时间均方值和统计均方值相等。

3 －10 　已知平稳随机过程 X（ t）的自相关函数为
RX（τ） ＝４ｅ － τｃｏｓπτ＋ｃｏｓ３πτ

试求 X（ t）的功率谱密度函数 PX（ω）。
解： 由傅里叶变换性质有

ｅ －｜τ｜吃 ２
１ ＋ω２，ｅ －｜τ｜ｅ ±ｊπτ吃 ２

１ ＋（ω碢π）２

所以可得到

PX（ω） ＝F ［RX（τ）］ ＝ ４
１ ＋（ω＋τ）２ ＋ ４

１ ＋（ω－τ）２ ＋π［δ（ω＋３π） ＋δ（ω－３π）］
3 －11 　已知平稳随机过程 X（ t）的功率谱密度函数为

PX（ω） ＝ ８δ ω ＋２０ １ － ω
１０ ω≤１０

０ 其他

试求 X（ t）的自相关函数 RX（τ）。
解： 令

P１（ω） ＝１ － ω
１０ 　 ω≤１０，S１（ω） ＝

１
１０ ω≤５
０ ω ＞５

则有

P１（ω） ＝S１（ω）倡S１（ω）
而

S１（ω） F －１ １
２π

１
１０１０Ｓａ（５τ）

故应用傅里叶变换的频域卷积定理，可得到
P１（ω） F －１ R１（τ） ＝２π× １

２π
１
１０１０Ｓａ（５τ） ２

因此

RX（τ） ＝F －１［PX（ω）］ ＝F －１［８δ（ω） ＋２０P１（ω）］ ＝１
２π×８ ＋２０R１（τ） ＝４

π＋４
π

ｓｉｎ２５τ
τ２

3 －12 　令 r（ t） ＝A０ｃｏｓω０ t＋n（ t），式中 A０ 和ω０ 是常数。 假设 n（ t）是广义平稳随机噪
声，均值为 ０，其自相关函数为 Rn（τ）。

① 确定 r（ t）的统计均值 E［r（ t）］；
② 确定 r（ t）的自相关函数 Rr（ t，t＋τ）；
③ 判断 r（ t）是否为广义平稳的。
解： ① r（ t）统计均值为 E［r（ t）］ ＝A０ ｃｏｓω０ t＋E［n（ t）］ ＝A０ｃｏｓω０ t
② r（ t）的自相关函数为
Rr（ t，t＋τ） ＝E｛［A０ ｃｏｓω０ t＋n（ t）］［A０ ｃｏｓω０（ t＋τ） ＋n（ t＋τ）］｝
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＝A２０ ｃｏｓω０ tｃｏｓω０（t＋τ） ＋E［n（ t）n（ t＋τ）］ ＋E［n（ t）］ ＋E［n（t＋τ）］
＝A

２
０
２ ［ｃｏｓ（２ω０ t＋ω０τ） ＋ｃｏｓω０τ］ ＋Rn（τ）

③ r（ t）的统计均值与 t有关，自相关函数与 t、τ有关，因此 r（ t）不是广义平稳随机过程。
3 －13 　假设 x（ t）是各态历经的随机过程，令 x（ t） ＝mx ＋y（ t），其中 mx ＝E［x（ t）］是

x（ t）的直流分量，y（ t）是 x（ t）的交流分量。 证明：
① Rx（τ） ＝m２

x ＋Ry（τ）；
② ｌｉｍτ→∞Rx（τ） ＝m２

x；
③ 可以从 Rx（τ）中确定 x（ t）的直流分量吗？
证明： ① 由于 x（ t）是各态历经的随机过程，因此它是平稳的，其自相关函数只与 τ有

关，可得到
　　　　　　　Rx（τ） ＝E［x（ t）x（ t＋τ）］

＝E｛［mx ＋y（ t）］［mx ＋y（ t＋τ）］｝
＝m２

x ＋mxE［y（ t＋τ）］ ＋mxE［y（ t）］ ＋Ry（ t，t＋τ）
由于 y（ t）是 x（ t）的交流分量，所以有

E［y（ t）］ ＝０
因此 Rx（τ） ＝m２

x ＋Ry（ t，t＋τ）
上式两边应相等，故有 Ry（ t，t＋τ） ＝Ry（τ）
因此 Rx（τ） ＝m２

x ＋Ry（τ）
得证。

② 由①中的结论可得到
ｌｉｍτ→∞Rx（τ） ＝m２

x ＋ｌｉｍτ→∞Ry（τ） ＝m２
x ＋ｌｉｍτ→∞E［y（ t）y（ t＋τ）］

y（ t）和 y（ t＋τ）是随机过程 y（ t）在 t、t＋τ两个时间点上的两个随机变量，当τ→∞时两
者在时间上相距无穷远，可认为互不相关。 因此

E［y（ t）y（ t＋τ）］ ＝E［y（ t）］· E［y（ t＋τ）］ ＝０
由此可以得到

ｌｉｍτ→∞Rx（τ） ＝m２
x

③ 由 ｌｉｍτ→∞Rx（τ） ＝m２
x 可以得到 ｜mx｜＝ Rx（∞）。

3 －14 　设随机过程为
X（ t） ＝Aｃｏｓ（ω０ t＋θ）

式中，A和ω０ 是常数，θ是随机变量。 令 θ的概率密度函数为

f（θ） ＝
１
π ０≤θ≤π
０ 其他

试确定 X（ t）的功率谱密度（ＰＳＤ）。
解： X（ t）的自相关函数为
　　　　　 RX（ t，t ＋τ） ＝E［X（ t）X（ t ＋τ）］
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＝∫π０ Aｃｏｓ（ω０ t ＋θ）· Aｃｏｓ（ω０ t ＋ω０τ＋θ）· １
πｄθ

＝A２２π∫π０ ［ｃｏｓ（２ω０ t ＋ω０τ＋２θ） ＋ｃｏｓω０τ］ｄθ
＝A２２ ｃｏｓω０τ＝RX（τ）

功率谱密度为

PX（ω） ＝F ［RX（τ）］ ＝A２π２ ［δ（ω－ω０） ＋δ（ω＋ω０）］
3 －15 　若 x（ t）是周期函数（或者含有周期成分），证明：
① Rx（τ）是周期函数（或者含有周期成分）；
② Px（ f）含有 δ函数。
证明： ① 若 x（ t）是周期函数，令 x（ t） ＝x（ t＋T０），T０ 是周期，则有

Rx（τ） ＝E［x（ t）x（ t＋τ）］
＝E［x（ t）x（ t＋τ＋T０）］
＝Rx（τ＋T０）

是周期的。
若 x（t）含有周期成分，可以令 x（ t） ＝x１ （ t） ＋x２ （ t），x１ （ t）是以 T０ 为周期的平稳随机过

程，x２（ t）为平稳过程，两者平稳相联系，则有
　Rx（ t，t＋τ） ＝E｛［x１（ t） ＋x２（ t）］［x１（ t＋τ）x２（ t＋τ）］｝

＝E［x１（ t）x１（ t＋τ） ＋x１（ t）x２（ t＋τ） ＋x１（ t＋τ）x２（ t） ＋x２（ t）x２（ t＋τ）］
＝R１（τ） ＋R１２（τ） ＋R２１（τ） ＋R２（τ）

由前述证明可知 R１（τ）是周期函数，另外
R２１（τ） ＝E［x２（ t）x１（ t＋τ）］ ＝E［x２（ t）x１（ t＋τ＋T０）］ ＝R２１（τ＋T０）

因此 R２１（τ）也是周期函数。 所以，Rx（τ）含有周期成分。
得证。

② 对周期函数 Rx（τ），其傅里叶变换即 Px（ f）应具有如下形式
Px（ f） ＝∑＋∞

n＝－∞ Cn
２δ f－nf０

其中 Cn 是周期函数 Rx（τ）的傅里叶级数展开系数。
当 Rx（τ）含有周期成分时，其周期成分对应傅里叶变换如上式所示，因此 Px（ f）也含有 δ

函数。
3 －16 　设通信系统由等式 r（ t） ＝s（ t） ＋n（ t）描述。
① 证明：Rr（τ） ＝Rs（τ） ＋Rn（τ） ＋Rsn（τ） ＋Rns（τ）；
② 当 s（ t）和 n（ t）相互独立，且 n（ t）均值为 ０时，简化①的结论。
证明： ①不失一般性，假设 s（ t）和 n（ t）均为平稳随机过程。 由自相关函数的定义，可得

到 r（ t）的自相关函数为
　　Rr（ t，t＋τ） ＝E［r（ t）r（r＋τ）］

＝E｛［s（ t） ＋n（ t）］［ s（ t＋τ）n（ t＋τ）］｝
＝E［s（ t）s（ t＋τ） ＋s（ t）n（ t＋τ） ＋n（ t）s（ t＋τ）n（ t）n（ t＋τ）］
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＝Rs（τ） ＋Rn（τ） ＋Rsn（τ） ＋Rns（τ）
得证。

② 当 s（ t）和 n（ t）相互独立时，可得到
Rsn（τ） ＝E［s（ t）n（ t＋τ）］ ＝E［s（ t）］· E［n（ t＋τ）］
Rns（τ） ＝E［n（ t）s（ t＋τ）］ ＝E［n（ t）］· E［s（ t＋τ）］

而 n（ t）均值为零，即 E［n（t）］ ＝０，所以
Rsn（τ） ＝０ ， Rns（τ） ＝０

因此

Rr（τ） ＝Rs（τ） ＋Rn（τ）
3 －17 　如图 ３畅８所示的 RC电路系统中，如果输入信号 x（ t）的自相关函数为 Rx（τ） ＝

σ２ｅ －β τ，试用时域方法求系统输出信号 y（ t）的自相关函数和均方值。

图 ３畅８　习题 ３ －１７图

解： 系统的传输函数为
H（ ｊω） ＝ α

ｊω＋α
对 H（ ｊω）求傅里叶反变换，得对应的冲激响应为

h（ t） ＝αｅ －αt，t≥０ 其中α＝１
RC

所以，y（ t）自相关函数为
Ry（τ） ＝∫∞－∞∫∞－∞σ２ｅ－β λ２－λ１－τα２ ｅ－α（λ１＋λ２） ｄλ１ ｄλ２

＝ ασ２

α２ －β２［αｅ－β τ －βｅ－α τ］
其均方值为

E［y２（ t）］ ＝Ry（０） ＝ασ２

α＋β
3 －18 　如图 ３畅８所示的 RC系统中，若系统输入 x（ t）是功率谱为 Px（ω） ＝n０ ／２ 的白噪

声，试用频域法求系统的输出 y（ t）的自相关函数 Ry（τ），并计算其自相关时间τｋ。
解： 系统传输函数为

H（ ｊω） ＝ α
ｊω＋α其中α＝１

RC
则有

H（ ｊω） ２ ＝ α
ｊω＋α

２ ＝ α２

ω２ ＋α２

由主教材中式（３畅７８）得
Py（ω） ＝Px（ω） H（ ｊω） ２

＝n０２ · α２

ω２ ＋α２

Ry（τ） ＝F －１［Py（ω）］
＝n０α４ ｅ －α τ
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由自相关时间定义式得

τｋ ＝P（０）２R（０） ＝
n０
２

２ ×n０α４
＝１

α
3 －19 　设随机过程 X（ t）和 Y（ t）是统计独立且平稳的。
① 试求 Z（ t） ＝X（ t）Y（ t）的自相关函数，并证明 Z（ t）是平稳随机过程；
② 若 Y（ t） ＝ｃｏｓ ω０ t＋θ ，其中，ω０ 为常数，相位 θ是在区间［０，２π］内均匀分布的随机

变量。 试证明 Z（ t）的自相关函数为
RZ（τ） ＝１

２ RX（τ）ｃｏｓω０τ
式中，RX（τ）为 X（ t）的自相关函数。
解： ① Z（ t）的均值（数学期望）为

E［Z（ t）］ ＝E［X（ t）Y（ t）］
＝E［X（ t）］· E［Y（ t）］
＝mXmY

与时间 t无关。
Z（ t）的自相关函数为
　　　　　　　RZ（ t，t＋τ） ＝E［Z（ t）Z（ t＋τ）］

＝E［X（ t）Y（ t）X（ t＋τ）Y（ t＋τ）］
＝E［X（ t）X（ t＋τ）］· E［Y（ t）Y（ t＋τ）］
＝RX（τ）RY（τ）

只与时间间隔有关。
综上可知，Z（ t）是平稳随机过程。
② Y（ t）的自相关函数为

RY（τ） ＝E［Y（ t）Y（t＋τ）］ ＝１
２ ｃｏｓω０τ

因此 Z（ t）的自相关函数为
RZ（τ） ＝RX（τ）RY（τ） ＝１

２ RX（τ）ｃｏｓω０τ
得证。

3 －20 　证明若两随机过程 x（ t）和 y（ t）是相互独立的，则它们是互不相关的，即
Rxy（τ） ＝mxmy。
解： 根据互相关函数的定义，x（ t）和 y（ t）的互相关函数为

Rxy（τ） ＝E［x（ t）y（ t＋τ）］
欲证明两随机过程互不相关，只需证明两过程的互协方差函数为 ０。 x（ t）和 y（ t）的互协

方差函数为

Bxy（ t，t＋τ） ＝E｛［x（ t） －E（x（ t））］［y（ t＋τ） －E（y（ t＋τ））］｝
＝E［x（ t）y（ t＋τ）］ －E［x（ t）］E［y（ t＋τ）］
＝Rxy（ t，t＋τ） －E［x（ t）］E［y（ t＋τ）］
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当随机过程 x（ t）和 y（ t）相互独立时，对任意 t及τ，均有随机变量 x（ t）和 y（ t＋τ）相互独
立。 根据随机变量 “相互统计独立的随机变量的乘积的均值等于各自均值的乘积” 的性质，
则有

Rxy（ t，t＋τ） ＝E［x（ t）y（ t＋τ）］ ＝E［x（ t）］E［y（ t＋τ）］ ＝mxmy
故 Bxy（ t，t＋τ） ＝Rxy（ t，t＋τ） －E［x（ t）］E［y（ t＋τ）］ ＝０
得证。

（注：mx、my 分别表示随机过程 x（ t）和 y（ t）的数学期望。）
3 －21 　设两个随机过程 x（ t）和 y（t）是具有零均值的联合高斯过程。 互相关函数为

Rxy（τ） ＝E［x（ t１）y（ t２）］ ＝１０ｓｉｎ（２πτ）
① 何时随机变量 x１ ＝x（ t１）和 y２ ＝y（ t２）相互独立？
② 证明 x（ t）和 y（ t）是或不是独立随机过程。
解： ① 由于随机过程 x（ t）和 y（ t）均是高斯过程，所以随机变量 x１ ＝x（ t１）和 y２ ＝y（ t２）

均是高斯变量。 当两个高斯变量互不相关时，两者也是相互统计独立的。
当 Rxy（τ） ＝１０ｓｉｎ（２πτ） ＝０时，x１ 和 y２ 互不相关。 这时

２πτ＝２π（ t２ －t１） ＝kπ， k＝０、±１、…
即τ＝t２ －t１ ＝k２ ， k＝０、 ±１、…时，x１ 和 y２ 互不相关，也相互独立。
证明： ② 由于 x（ t）和 y（ t）均值都为零，因此其互协方差函数为

Bxy（τ） ＝Rxy（τ） －E［x（ t）］E［y（ t＋τ）］
＝Rxy（τ） ＝１０ｓｉｎ（２πτ）

只有在τ＝t２ －t１ ＝ k２ ， k ＝０、 ±１、…时互协方差函数为零。 因此两过程是相关的，故
x（ t）和 y（ t）不是相互统计独立的。
得证。

3 －22 　如图 ３畅９所示的系统中，若 X（ t）为平稳随机过程，试证明系统的输出 Y（ t）的功
率谱密度函数 PY（ω） ＝２PX（ω）（１ ＋ｃｏｓωτ）。
证明： 系统的传输函数为　　H（ω） ＝１ ＋ｅ －ｊωτ＝１ ＋ｃｏｓωτ－ｊｓｉｎωτ

其幅频响应的平方为　　 H（ω） ２ ＝（１ ＋ｃｏｓωτ）２ ＋ｓｉｎ２ωτ＝２（１ ＋ｃｏｓωτ）
所以 　　 PY（ω） ＝ H（ω） ２PX（ω） ＝２PX（ω）（１ ＋ｃｏｓωτ）

3 －23 　如图 ３畅１０所示的 RL系统中，输入 X（ t）是功率谱密度为 n０ ／２的白噪声，试用频
域法求系统输出 Y（ t）的自相关函数 RY（τ）。
解： 系统的传输函数为 H（ω） ＝ ｊωL

R＋ｊωL

图 ３畅９　习题 ３ －２２图 图 ３畅１０　习题 ３ －２３图
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　　其幅频响应的平方为 H（ω） ２ ＝ （ωL） ２

R２ ＋（ωL）２

因此，输出过程的功率谱密度为　　PY（ω） ＝PX（ω） H（ω） ２ ＝n０２ · （ωL） ２

R２ ＋（ωL）２

故 RY（τ） ＝F －１［PY（ω）］ ＝n０２ δ（τ） －n０R４L ｅ －RL τ

3 －24 　设线性系统的传输函数 H（ f） ２ 如图 ３畅１１所示。
若输入 x（ t）是高斯随机过程，其功率谱密度为

图 ３畅１１　习题 ３ －２４图

Px（ f） ＝
１
２ N０ f ≤B
０ 其他

① 确定输出 y（ t）的自相关函数；
② 确定 y（ t）的概率密度函数；
③ 何时两随机变量 y１ ＝y（ t１）和 y２ ＝y（ t２）相互独立？
解： ① y（ t）是高斯随机过程 x（ t）通过线性系统后的输出，因此有

Py（ f） ＝｜H（ f）｜２Px（ f） ＝N０
２ Λ f

B

其中函数Λ f
B 的定义请参见习题 ２ －２４。 故，y（ t）的自相关函数为

Ry（τ） ＝F －１［Py（ f）］ ＝N０B
２ Ｓａ２（πBτ）

② y（ t）的均值为 E［y（ t）］ ＝E［x（ t）］· H（０） ＝E［x（ t）］
由于 Rx（τ） ＝F －１［Px（ f）］ ＝N０BＳａ（２πBτ），故

E［x（ t）］ ＝ Rx（∞） ＝０
所以 E［y（ t）］ ＝０
y（ t）的方差为σ２

y ＝Ry（０） －E２［y（ t）］ ＝Ry（０） ＝N０B
２ 。

由于高斯过程 x（ t）通过线性系统后的输出 y（ t）仍然是高斯过程，其均值为零，方差为
N０B
２ ，因此 y（ t）的概率密度函数为

fy（y） ＝ １
πN０B

ｅｘｐ － y２N０B
③ 随机变量 y１、y２ 的均值为

E［y１］ ＝E［y（ t１）］ ＝０ ， E［y２］ ＝E［y（ t２）］ ＝０
由于

Ry（τ） ＝N０B
２ Ｓａ２（πBτ）

当τ＝t２ －t１ ＝kB ，k＝±１、±２、…时，有
Ry（τ） ＝E［y１］E［y２］ ＝０
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这表明 y１和 y２ 的协方差 By（τ） ＝Ry（τ） －E［y１］E［y２］ ＝０，即 y１和 y２ 是互不相关的。 对于
高斯变量，互不相关意味着相互统计独立。 因此，此时 y１和 y２ 相互独立。

3 －25 　已知线性系统的传输函数（冲激响应）及输入信号的自相关函数（功率谱密度）
如下

①
H（ f） ＝Π（ f／２B）
RX（τ） ＝N０

２ δ（τ）　　　B和 N０ 为正常数

②
h（ t） ＝Aｅｘｐ（ －αt）u（ t）
PX（f） ＝ B

１ ＋（２πβf） ２
A、B、β、α为正常数

试求系统输出信号的自相关函数和功率谱密度。
解： ① 由于输入信号的功率谱密度为

PX（ f） ＝F ［RX（τ）］ ＝N０
２

所以输出过程的功率谱密度为

PY（ f） ＝PX（ f） H（ f） ２ ＝
N０
２ f ≤B
０ 其他

对 PY（ f）求傅里叶反变换，得到输出信号的自相关函数为
RY（τ） ＝F －１［PY（ f）］ ＝N０BＳａ（２πBτ）

② 对 h（ t） 求傅里叶变换，可得到系统的传输函数为
H（ f） ＝F ［Aｅ －αtu（ t）］ ＝ A

α＋ｊ２πf
输出信号的功率谱密度为

　　　　　　PY（ f） ＝ H（ f） ２PX（ f）
＝ A２
α２ ＋（２πf）２ · B

１ ＋（２πβf） ２

＝A２Bβ２ · β２

α２β２ －１·
１

１
β２ ＋（２πf）２ －

１
α２ ＋（２πf）２

＝ A２B
α２β２ －１·

１
１
β２ ＋（２πf） ２ －

１
α２ ＋（２πf）２

对 PY（ f）求傅里叶反变换，得到输出信号的自相关函数为
RY（τ） ＝ A２B

α２β２ －１·
β
２ ｅ － τβ －１

２αｅ －α τ

3 －26 　如图 ３畅１２ 所示的真空二极管，运用于温度为 ２７ ℃的电路系统环境中，I０ ＝
５ ｍＡ，RＬ ＝１０ ｋΩ。 设系统的工作带宽为 １０ ｋＨｚ。 试求：

① 由二极管引起的 RＬ 上的均方根噪声电压值；
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② 由电阻性负载引起的 RＬ 上的总的均方根噪声电压值；
③ 由二极管及电阻性负载共同引起的在 RＬ 上的总的均方根噪声电压值。

图 ３畅１２　习题 ３ －２６图

解：① 二极管引起的是散弹噪声，其电流功率谱密度为
Pi（ω） ＝I０ qＷ／Ｈｚ

噪声功率为

　　P ＝Pi（ω）· ２B＝２BI０ q
＝２ ×１０４ ×５ ×１０ －３ ×１畅６ ×１０ －１９ Ｗ
＝１畅６ ×１０ －１７ Ｗ

均方根噪声电流值　　Iｎ ＝ P＝４ ×１０ －９ Ａ
均方根噪声电压值　　Uｎ ＝IｎRＬ ＝４ ×１０ －５ Ｖ
② 电阻性负载引起的是热噪声。 环境绝对温度 T＝（２７３ ＋２７） Ｋ ＝３００ Ｋ。
由主教材中式（３畅８４），均方根电压值为
　　　　　　　　　Uｎ ＝２ kTBRＬ

＝２ １畅３８ ×１０ －２３ ×３００ ×１０４ ×１０４ Ｖ
≈１畅２９ ×１０ －６ Ｖ

③ 由二极管及电阻性负载共同引起的在 RＬ 上的总电压功率为

P总 ＝P１ ＋P２ ＝I０ qR２
Ｌ２B＋４kTRB

均方根噪声电压值为 Uｎ ＝ P总≈４畅００２ ×１０ －５ Ｖ。
3 －27 　由一电阻源产生的有效噪声功率为 P＝kT Ｗ，其中 k＝１畅３８ ×１０ －２３ Ｊ／Ｋ是玻耳

兹曼常数，T为热力学温度。 请计算在室温时（T＝２９０ Ｋ）由电阻产生的有效功率谱密度（每
赫兹的功率）。
解： 电阻热噪声的频率范围为 ０ ＜f＜１０１３ Ｈｚ，噪声功率在该范围内近似均匀分布，所以

有效噪声功率谱密度为

　　　　　　　　　　P（ f） ＝P２B＝ kT
２ ×１０１３

＝１畅３８ ×１０ －２３ ×２９０
２ ×１０１３ Ｗ／Ｈｚ

＝２ ×１０ －３４ Ｗ／Ｈｚ
3 －28 　测得某线性系统输出噪声的均方根电压值为 ２ ｍＶ，噪声为高斯型起伏噪声，试

求噪声电压在 －４ ～＋４ ｍＶ之间变化的概率为多少？
解： 设噪声均值为 ０。 已知均方根电压为 ２ ｍＶ，则噪声方差 σ２ ＝（均方根电压）２ ＝

４（ｍＶ）２由此可得高斯噪声的概率密度函数为

f（x） ＝ １
２πσｅｘｐ －x２２σ２

＝ １
２ ２πｅｘｐ －x２８

噪声电压在－４ ～＋４ ｍＶ之间变化的概率为
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　　　　　　　　 P（－４ ≤ x≤４） ＝∫４－４ f（x）ｄx
＝Φ（２） －Φ（－２）
＝２Φ（２） －１
＝０畅９５４ ４

3 －29 　设随机变量 x是图 ３畅１３中所示的四种不同器件的输入电压，y是对应的输出电
压。 若随机变量 x具有以下不同的概率密度函数，试分别求出相应的输出电压 y的概率密度
函数，并画出图形。

① f x ＝１　　０ ＜x＜１；
② f x ＝ｅ －x　　x＞０；
③ f x ＝ １

２πｅ －x２２ 　　（即 x为标准正态分布的随机变量）。
解： 若随机变量 x的函数为 y＝g（x），x的概率密度函数为 f（x），函数 y＝g（x）可导且是

单调函数，其反函数 x＝h（y）也是单调函数，则 y＝g（x）的概率密度函数为 f（y） ＝f［h（y）］
h′（y） ，由此可以解出图 ３畅１３中（ａ）、（ｃ）。 （ｂ）、（ｄ）中 y不是 x的单调函数，因此可利用概
率分布函数与概率密度函数之间的导数关系，先求出 y的分布函数（用 x的分布函数表示），
然后求导得到 y的概率密度函数。

图 ３畅１３　习题 ３ －２９图

（ａ） y＝g（x） ＝ax＋b（为简化计算，设 a＞０）是单调函数，x＝h（y） ＝y－ba 也是单调函数。
① f（x） ＝１　０ ＜x＜１

则 f（y） ＝１· y－b
a ′　　０ ＜h（y） ＝y－ba ＜１
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故 f（y） ＝
１
a b＜y＜a＋b
０ y≤b或 y≥a＋b

② f（x） ＝ｅ －x　　x＞０
则 f（y） ＝ｅ －y－ba · y－b

a ′　　y－ba ＞０

故 f（y） ＝
１
a ｅ －y－ba y＞b

０ y≤b
③ fX（x） ＝ １

２πｅ －x２２

则 f（y） ＝ １
２πｅ －１２ y－b

a
２· y－b

a ′＝ １
２πaｅ

－１２ y－b
a

２

（ｂ） y＝ax２。
y的分布函数为
　　　　　　　　F（y） ＝P（Y＜y）

＝ P － y
a ＜X＜ y

a y＞０
０ y≤０

＝ P X＜ y
a －P X＜－ y

a y＞０
０ y≤０

＝ F y
a －F － y

a y＞０
０ y≤０

所以 y的概率密度函数可表示为

y＞０时，f（y） ＝ｄF（y）
ｄy

＝
ｄF y

a
ｄy －

ｄF － y
a

ｄy
＝f y

a · １
２
y
a

－１２ －f － y
a · －１

２
y
a

－１２

y≤０时， f（y） ＝０。
① f（x） ＝１　　０ ＜x＜１

f（y） ＝
１
２
a
y ０ ＜y＜a

０ y≤０或 y≥a
② f（x） ＝ｅ －x　　x＞０
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f（y） ＝
１
２
a
y · ｅ － y

a y＞０
０ y≤０

③ f（x） ＝ １
２πｅ －x２２

f（y） ＝
１
２π

a
y · ｅ －y２a y＞０
０ y≤０

（ｃ） y＝g（x） ＝kx，x＞０。
因此，x＝h（y） ＝１

k y，y＞０。
h′（y） ＝１

k （为简化计算，假设 k＞０）。
① f（x） ＝１　　０ ＜x＜１

则 f（y） ＝
１
k ０ ＜y＜k
０ y≤０或 y≥k

② f（x） ＝ｅ －x　　x＞０
则 f（y） ＝

１
k ｅ －１

k y y＞０
０ y≤０

③ f（x） ＝ １
２πｅ －x２２

则 f（y） ＝
１
２πkｅ

－y２２k２ y＞０
０ y≤０

（ｄ） 由图分析可得 y与 x的关系为

y＝
ba x＞a
bx －a≤x≤a
－ba x＜－a

同样由图分析可得到

F（y） ＝P（Y＜y） ＝
P（bX＜y） －ba＜y≤ba
P（X∈R） ＝１ y＞ba

０ y≤ －ba
所以

f（y） ＝ｄF（y）
ｄy ＝１

b f
y
b 　　－ba＜y≤ba

① f（x） ＝１　　０ ＜x＜１
则 f（y） ＝

１
b ０ ＜y＜ｍｉｎ［b，ba］
０ y≤０或 y≥ｍｉｎ［b，ba］
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② f（x） ＝ｅ －x　　x＞０
则 f（y） ＝

１
b ｅ －yb ０ ＜y≤ba
０ y≤０或 y＞ba

③ f（x） ＝ １
２πｅ －x２２

则 f（y） ＝
１
２πbｅ

－y２２b２ －ba＜y≤ba
０ y≤－ba或 y＞ba

3 －30 　某服从瑞利分布的随机变量的概率密度函数为 f（x） ＝ xｅ －x２２ x≥０
０ x＜０。

① 求随机变量的分布函数 F（x）；
② 求概率 P（x１≤x≤x２），这里 x２ －x１ ＝１；
③ 当 x为何值时，f（x）有最大值？
④ 证明： 该瑞利分布的随机变量的均值为 π

２ 。
解： ① 设该随机变量为 X，根据随机变量分布函数的定义，可得到

F（x） ＝P（X≤ x） ＝∫x－∞ f（x′）ｄx′

＝ ∫x－∞x′ｅ－x′２ｄx′ x≥０
０ x ＜０

＝ １ －ｅ－x２２ x≥０
０ x ＜０

②

　　　　　 P（x１ ≤ x≤ x２） ＝
∫x２０ xｅ－x２２ ｄx x１ ≤０ ≤ x２
∫x２x１ xｅ－x２２ ｄx ０ ＜x１ ＜x２

０ x１ ＜x２ ≤０

＝
１ －ｅ－x

２２２ x１ ≤０ ≤ x２ ＝x１ ＋１
ｅ－x

２１２ －ｅ－x
２２２ ０ ＜x１ ＜x２ ＝x１ ＋１

０ x１ ＜x２ ＝x１ ＋１ ≤０

＝
１ －ｅ－x

２２２ －１ ＜x１ ≤０
ｅ－x

２１２ （１ －ｅ－（x１＋１２ ） ） x１ ＞０
０ x１ ≤－１
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③ 欲找到 f（x）的最大值点，可令ｄf（x）
ｄx ＝０，得到

ｄ（xｅ －x２２ ）
ｄx ＝（１ －x２）ｅ －x２２ ＝０　　x≥０

由上式可得 x＝１时，f（x）有最大值。
④ 证明

E［x］ ＝∫＋∞
－∞ xf（x）ｄx ＝∫＋∞

０ x２ ｅ－x２２ ｄx
＝∫＋∞

０ （－x）（ｅ－x２２ ）′ｄx
＝（－x）ｅ－x２２

＋∞

０
－∫＋∞

０ （－１）ｅ－x２２ ｄx
＝∫＋∞

０ ｅ－x２２ ｄx
根据积分式∫＋∞

０ ｅ－y２ｄy ＝ π
２ ，可得到 E［x］ ＝ π

２ 。
得证。

3 －31 　窄带高斯噪声 nｉ （ t） ＝nｃ （ t） ｃｏｓω０ t －nｓ （ t） ｓｉｎω０ t，已知其功率谱密度函数为
P（ f），试证明 nｉ（ t）的同相分量 nｃ（ t）与正交分量 nｓ（ t）的自相关函数相等，且为

Rnｃ（τ） ＝Rnｓ（τ） ＝２∫∞０ P（ f）ｃｏｓ［２π（ f －f０）τ］ｄf
并思考从上式中得到什么结论。
解： 由主教材中式（３畅９９）得到

Rnｉ（τ） ＝Rnｃ（τ）ｃｏｓω０τ－Rnｃnｓ（τ）ｓｉｎω０τ
Rnｉ（τ） ＝Rnｓ（τ）ｃｏｓω０τ＋Rnｓnｃ（τ）ｓｉｎω０τ

对上面第一个式子两边乘以 ｃｏｓω０τ，得到
Rnｉ（τ）ｃｏｓω０τ＝１

２ Rnｃ（τ） ＋１
２ Rnｃ（τ）ｃｏｓ２ω０τ－１

２ Rnｃnｓ（τ）ｓｉｎ２ω０τ
即

２Rnｉ（τ）ｃｏｓω０τ＝Rnｃ（τ） ＋Rnｃ（τ）ｃｏｓ２ω０τ－Rnｃnｓ（τ）ｓｉｎ２ω０τ
由上式可看出，Rnｃ （τ）表示 ２Rnｉ （τ） ｃｏｓω０τ信号中的低频分量，可通过低通滤波（ＬＰＦ）得
到。 即

Rnｃ（τ） ＝２Rnｉ（τ）ｃｏｓω０τＬＰＦ
对上式求傅里叶变换，有

F ［Rnｃ（τ）］ ＝１
２π２P（ω）倡π［δ（ω－ω０） ＋δ（ω－ω０）］ ＬＰＦ

＝P（ω－ω０） ＋P（ω＋ω０） ＬＰＦ
＝P（ f－f０） ＋P（ f＋f０） ＬＰＦ

式中，P（ f）是窄带过程 nｉ （ t）功率谱密度，如图 ３畅１４ 所示。 P（ f －f０） ＋P（ f ＋f０ ）如图 ３畅１５
所示。
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图 ３畅１４　习题 ３ －３１图 １

图 ３畅１５　习题 ３ －３１图 ２
定义一个新的功率谱密度函数 P０（ f），它与 P（ f）的关系是

图 ３畅１６　习题 ３ －３１图 ３

P（ f） f＞０ ＝P０（ f－f０）
P０（f）如图 ３畅１６所示。
则有

F ［Rnｃ（τ）］ ＝P（ f－f０） ＋P（ f＋f０） ＬＰＦ ＝２P０（ f）
所以

　　　　 Rnｃ（τ） ＝F －１［２P０（ f）］ ＝∫＋∞
－∞ ２P０（ f）ｅｊ２πfτｄf

＝∫＋∞
－∞ ２P０（ f）ｃｏｓ（２πfτ）

偶函数

ｄf ＋ｊ∫＋∞
－∞ ２P０（ f）ｓｉｎ（２πfτ）

奇函数

ｄf

＝∫＋∞
－∞ ２P０（ f）ｃｏｓ（２πfτ）ｄf

令 f＝f′－f０， 则 ｄf＝ｄf′，因此有
Rnｃ（τ） ＝∫＋∞

－∞ ２P０（ f′－f０）ｃｏｓ［２π（ f′－f０）τ］ｄf′
＝∫＋∞

－∞ ２P０（ f －f０）ｃｏｓ［２π（ f －f０）τ］ｄf
再由 P（ f） f＞０ ＝P０（ f－f０），可将上式化简为

Rnｃ（τ） ＝２∫∞０ P（ f）ｃｏｓ［２π（ f －f０）τ］ｄf
同理可得到正交分量 nｓ（t）的自相关函数也为

Rnｓ（τ） ＝２∫∞０ P（ f）ｃｏｓ［２π（ f －f０）τ］ｄf
得证。

3 －32 　设有一频带受限的高斯白噪声 n（ t），其功率谱密度为 Pn（ f） ＝１０ －６ Ｖ２ ／Ｈｚ，频率
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范围为－１００ ～＋１００ ｋＨｚ。
① 试证明该噪声的均方根电压值约为 ０畅４５ Ｖ；
② 试求该噪声的自相关函数 Rn（τ）。 当τ取何值时，n（ t）与 n（ t＋τ）是不相关的？
③ 试求在任一时刻，n（ t）超过 ０畅４５ Ｖ和 ０畅９ Ｖ的概率各为多少？
④ 写出 n（ t）的二维概率密度函数 f（n１，n２），并与以下两种情况下的一维概率密度函数

f（n１）和 f（n２）相比较：（ａ） τ＝２畅５ μｓ；（ｂ） τ＝５ μｓ。
解： ① 电压功率为

N ＝∫∞－∞Pn（ f）ｄf ＝２ ×１００ ×１０３ ×１０－６

＝０畅２ ＝Rn（０） ＝σ２（方差）
故均方根电压值＝ N＝ ０畅２ Ｖ≈０畅４５ Ｖ。

②
Rn（τ） ＝F －１［Pn（ f）］ ＝∫∞－∞Pn（ f）ｅｊ２πfτｄf

＝∫１０５－１０５１０－６ ｅｊ２πfτｄf
＝２ ×１０－６ ×１０５ ×Ｓａ（２π×１０５τ）
＝０畅２Ｓａ（２π×１０５τ）

当τ＝ k
２ ×１０５（k＝±１，±２，…）时，Rn（τ） ＝０，此时 n（ t）与 n t＋τ是不相关的。

③
P｛n（ t） ＞０畅４５｝ ＝∫∞０畅４５ fn（x）ｄx ＝∫∞０畅４５ １

２πσｅ－x２２σ２ ｄx
＝１ －Φ（１） ＝１ －０畅８４１ ３４５
＝０畅１５８ ６５５

P｛n（ t） ＞０畅９｝ ＝∫∞０畅９ fn（x）ｄx ＝∫∞０畅９ １
２πσｅ－x２２σ２ｄx

＝１ －Φ（２） ＝１ －０畅９７７ ２５
＝０畅０２２ ７５

④ τ＝２畅５ μｓ 时，Rn （τ） ＝０畅２Ｓａ （０畅５π） ＝０畅４
π，另有 ρ１２ ＝Rn（τ）σ２ ＝Rn（τ）０畅２ ＝２

π，a１
＝a２ ＝０。
因此，可写出 n（ t）的二维概率密度函数为

f（n１，n２） ＝
ｅｘｐ － １

２（１ －ρ２１２）
（n１ －a１）２

σ２
１

－２ρ１２（n１ －a１）（n２ －a２）σ１σ２
＋（n２ －a２）２

σ２
２

２πσ１σ２（１ －ρ２１２） １２

＝
ｅｘｐ － １

２ １ －４
π２

n２１
０畅２ －２０n１n２π ＋n

２
２

０畅２
０畅４（π２ －４） １２
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τ＝５ μｓ 时，Rn（τ） ＝０，n１ 和 n２ 不相关，因此相互统计独立，所以
f（n１，n２） ＝f（n１）f（n２） ＝ １

２πσ２ ｅｘｐ（ －n
２
１ ＋n２２
２σ２ ）

＝ １
０畅４πｅｘｐ（ －n

２
１ ＋n２２
０畅４ ）

3 －33 　如图 ３畅１７所示，余弦波和窄带高斯噪声 nｉ（ t）混合加到同步检波器上。 设窄带
高斯噪声的数学期望为零，方差为 １。

① 写出检波器输出η（ t）的表示式；
② 求η（ t）的一维概率密度函数；
③ 求η（ t）小于 １

２ Ｖ的概率；
④ 求η（ t）小于 ０的概率。

图 ３畅１７　习题 ３ －３３图
解： ① 余弦波信号通过乘法器后的输出为

１畅５ｃｏｓ２πfｃ t×２ｃｏｓ２πfｃ t＝ １畅５
低频成分

＋１畅５ｃｏｓ４πfｃ t
高频成分

窄带噪声通过乘法器后的输出为

nｉ（ t）２ｃｏｓ２πfｃ t ＝［nｃ（ t）ｃｏｓ２πfｃ t－nｓ（ t）ｓｉｎ２πfｃ t］２ｃｏｓ２πfｃ t
＝ nｃ（ t）
低频成分

＋nｃ（ t）ｃｏｓ４πfｃ t－nｓ（ t）ｓｉｎ４πfｃ t
高频成分

两者均通过理想低通滤波器后，得到的输出为
η（ t） ＝１畅５ ＋nｃ（ t）

② 由于 nｃ（ t）是均值为 ０，方差为 １的高斯过程，因此η（ t）是均值为 １畅５，方差为 １ 的高
斯过程。 故η（ t）的一维概率密度函数为

fη（x） ＝ １
２πｅ －（x－１畅５）２２

③
P η（ t） ＜ １

２ ＝Fη（０畅５） ＝∫０畅５－∞ fη（x）ｄx

＝∫０畅５－∞
１
２πｅ－（x－１畅５）２２ ｄx ＝Φ（－１）

＝１ －Φ（１） ＝１ －０畅８４１ ３
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＝０畅１５８ ７
④

P（η（ t） ＜０） ＝Fη（０） ＝∫０－∞ fη（x）ｄx
＝∫０－∞ １

２πｅ－（x－１畅５）２２ ｄx ＝Φ（－１畅５）
＝１ －Φ（１畅５） ＝１ －０畅９３３ ２
＝０畅０６６ ８

3 －34 　设理想低通滤波器的输入是功率谱密度为 Pn（ f） ＝n０２ Ｗ／Ｈｚ的白噪声，理想低
通滤波器的带宽为 B Ｈｚ，传输函数的幅度为 A，试求：

① 低通滤波器输出噪声的自相关函数 Rn０（τ）；
② 输出噪声的平均功率，并将结果与 Rn０（０）相比较。

解： ① 输出噪声的功率谱密度为 P（ f） ＝Pn（ f）· H（ f） ２ ＝
n０
２ A２ f ≤B
０ f ＞B

，因此其自

相关函数为 Rn０（τ） ＝F －１［P（ f）］ ＝A２Bn０Ｓａ（２πBτ）。
② 输出噪声平均功率 P ＝∫∞－∞P（ f）ｄf ＝A２Bn０ ＝Rn０（０） 。
3 －35 　功率谱密度为n０２ 、均值为零的高斯白噪声，通过一个中心频率为 f０、带宽为 ２ B

的理想带通滤波器，求输出自相关函数。
解： 输出过程的功率谱密度为

P０（ f） ＝n０２ Π f－f０
２B ＋n０２ Π f＋f０

２B
Π f

２B 的傅里叶反变换为 ２BＳａ（２πBτ），因此输出过程的自相关函数为
　　　　　　R０（τ） ＝F －１［P０（ f）］

＝n０２ ２BＳａ（２πBτ）２ ｊ２πf０τ＋n０２ ２BＳａ（２πBτ）２ －ｊ２πf０τ

＝２n０Bｃｏｓ（２πf０τ）Ｓａ（２πBτ）
3 －36 　设噪声 n（ t）的功率谱 Pn（ f）如图 ３畅１８所示。

图 ３畅１８　习题 ３ －３６图 １

① 试求 n（ t）的自相关函数，并画出波形；
② 试求 n（ t）的均方值（功率）；
③ 若把 n （ t） 写成窄带噪声形式 n （ t） ＝

x（ t）ｃｏｓω０ t－y（ t） ｓｉｎω０ t，试分别求出 Px （ f）、Py （ f）、
E［x２］和 E［y２］。
解： ①

Rn（τ） ＝F －１［Pn（ f）］
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＝F －１［AΠ f－f０
２B ＋AΠ f＋f０

２B ］
＝２ABＳａ（２πBτ）ｅｊ２πf０τ＋２ABＳａ（２πBτ）ｅ －ｊ２πf０τ

＝４ABｃｏｓ２πf０τＳａ（２πBτ）
＝４ABｃｏｓω０τＳａ（２πBτ）

Rn（τ）如图 ３畅１９ 所示。

图 ３畅１９　习题 ３ －３６图 ２

② n（ t）的均方值（功率）为 E［n２（ t）］ ＝Rn（０） ＝４AB。
③ 由 n（ t） ＝x（ t）ｃｏｓω０ t－y（ t）ｓｉｎω０ t，可得

Rn（τ） ＝Rx（τ）ｃｏｓω０τ－Rxy（τ）ｓｉｎω０τ
Rn（τ） ＝Ry（τ）ｃｏｓω０τ＋Ryx（τ）ｓｉｎω０τ

x（ t）、y（ t）是 n（ t）的同相分量和正交分量，根据习题 ３ －３１中的推导，可得
F ［Rx（τ）］ ＝F ［Ry（τ）］ ＝P（ f－f０） ＋P（ f＋f０） ＬＰＦ

＝ ２A －B≤f≤B
０ 其他

所以 E［x２（ t）］ ＝E［y２（ t）］ ＝Rx（０） ＝Ry（０） ＝４AB


