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　 　 本书由燕山大学液压专业与自动化专业合作编写, 由华中科技大学

李培根院士作序, 并由浙江大学杨华勇院士和北京航空航天大学焦宗夏教

授主审。
本书此次修订按照打造新工科精品教材的要求, 以“培养新素养、 形成

新能力”为牵引重构课程边界, 按教学实践积累总结和新工科要求重塑课程

知识点, 按与时俱进的时代特征要求提供多媒体教学内容, 使内容更为优

化, 更切合时代需求。 本书主要介绍控制工程中分析和综合线性定常系统

的时域与频域的理论和方法, 内容包括绪论、 数学模型、 时域分析、 频域

分析、 综合与校正。
本书融入有针对性的例题, 并精选习题, 附有 MATLAB / Simulink 软件

在控制工程中的应用实例、 实践项目工程教学案例、 控制系统的分析与综

合以及习题参考答案。
本书配套有 PPT 教学课件( www.cmpedu. com)和微信公众教学资源 (登

录方法见封底勒口)。 微信公众教学资源包括教学课件、 习题详解、 扩展阅

读等内容, 以便于学习与交流互动。
本书适于作泛机械类工科专业的教材, 也可供有关科技人员参考。

　 图书在版编目(CIP)数据

　 控制工程基础 / 孔祥东, 姚成玉主编 . —4 版 . —北京: 机械工业出版
社, 2019. 1
　 “十三五”国家重点出版物出版规划项目 　 现代机械工程系列精品教材 　
普通高等教育“十一五”国家级规划教材
　 ISBN 978- 7- 111- 60951- 3
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　 责任校对: 樊钟英 　 封面设计: 张 　 静
　 责任印制: 孙 　 炜
　 保定市中画美凯印刷有限公司印刷
　 2019 年 5 月第 4 版第 1 次印刷

　 184mm×260mm·13. 75 印张·323 千字

　 标准书号: ISBN 978- 7- 111- 60951- 3
　 定价: 39. 80 元

　 凡购本书, 如有缺页、 倒页、 脱页, 由本社发行部调换
　 电话服务
　 服务咨询热线: 010- 88379833
　 读者购书热线: 010- 68326294
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Ⅲ　　　　

序　 言
2017 年 2 月, 教育部发布了“新工科”计划。 在“新工科”计划推进之际,

孔祥东教授等即推出了基于创新教育新思想和新方法的力作———《控制工程基

础》(第 4 版)书稿, 令人欣喜。
华中科技大学和燕山大学两校在液压专业等诸多学科有着广泛的学术交

流。 燕山大学作为河北省、 教育部、 工业与信息化部、 国防科工局四方共建

的全国重点大学, 在与控制工程相关的流体传动与电液伺服控制技术、 工业

自动化控制理论与技术等研究领域具有国际先进水平。 燕山大学是国内首批

加入工程教育改革的高校之一。 作为教育部选定的两所高校之一, 燕山大学

的工程教育专业认证接受了《华盛顿协议》国际专家的观摩考察, 支撑了我国

正式加入《华盛顿协议》, 体现了其工程教育实力。 本书是在传承前 3 版教材

基础上的再创新, 契合了工程教育的改革方向。
课程和教材是专业知识结构和体系的基础。 控制工程基础是为泛机械类

工科专业开设的学科基础课, 也是学科交叉课, 是研究如何控制各种被控对

象或系统使其动态和稳态性能达到期望性能的工程基础理论和技术。 控制工

程基础的重要性在于它的基础性, 其大量的概念、 方法、 原理和理论, 对于

泛机械类工科专业的后续课程和控制工程的许多学科分支, 都具有十分重要

的作用。 控制科学的应用和影响已经遍及国民经济的各个领域, 大到航空航

天、 航海、 高铁, 小到家电、 3C、 网络通信, 而贯穿其中的系统、 动态、 协

调之思想和方法更丰富了方法论。 在实际工程中, 机电液技术被广泛应用,
机器设备的运行离不开机械本体、 电液传动与控制系统(类比于人之骨骼、 肌

肉与神经系统), 这就需要泛机械类工科学生具备一定的机电液多学科的空间

感乃至大工程观。 本书的一大特色正是将自动控制技术与机电液系统相结合,
研究工程系统自动控制问题的基础理论和技术。

燕山大学编写的《控制工程基础》教材, 自第 1 版出版以来已近 30 年, 已

为多所高校采用并广受好评。 这些教学实践, 为提高和改善本书的质量, 特

别是使本书的安排和编写更加符合泛机械类工科学生的认识规律, 处理好抽

象性和直观性, 以及数学方法和工程概念间的关系, 提供了重要的帮助。 以

孔祥东教授为带头人的机电液一体化国家级教学团队, 在轧机厚控系统、 压

机控制系统、 电液比例与伺服控制系统等领域完成了多项国家、 省部级重大

课题和工程项目, 其所形成的工程视角和学术思考, 为教材的顶层设计和边
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Ⅳ　　　　

界再设计提供了基础。 本书以大学泛机械类工科为背景, 系统且有重点地阐

述了分析和综合线性定常系统的时域、 频域理论和方法, 并适应科技的发展,
更新了教材知识内容, 重构了课程知识体系。

本书体现了关联、 启发教学设计的思想。 如将梅逊公式并入“ 2. 4 　 框图

及其简化”一节中, 删除了信号流图, 使得框图等效变换与梅逊公式呈并列且

递进关系, 直接由框图使用梅逊公式, 可以化繁为简, 以问题为导向; 同时,
知识点之后留有启发思考和分析总结内容, 并关联后续章节, 如框图特征式

全文协调、 引申出特征方程等。 又如在“3. 5　 稳定性及其劳斯稳定判据”一节

中, 注意稳定性定义与后续课程内容如李雅普诺夫稳定性的关联协调, 通过

判定系统的稳定性和开环稳定性, 将概念模糊、 学生疑问之处解析清楚。 将

劳斯表列写方法用图示化方法给出, 并对两种特殊情况进行分析总结, 内容

编写以学生为视角, 将启发、 引申、 关联穿插其中, 简练而有特色, 读之宛

若师生互动。
本书第 3 版出版至今已有 10 年。 10 年间, 以全球化、 网络化为代表的一

系列颠覆性技术的发展, 使得教育、 学习、 信息共享的方式都发生了深刻的

变化。 今天, 智能手机已广为普及, 大学生可以随时利用智能手机上网。 本

书推出适应网络化与新媒体特征的教学课件、 微信公众教学资源, 用以同步

辅助教学, 与学生交互, 切合智能手机时代的信息获取与学习特征, 便于学

生随时查询和学习课程内容, 进行扩展阅读, 反馈问题, 使碎片知识、 查询

式学习成为正式学习的良好补充, 这是本书所提供的与时俱进的创新教学模

式。 总之, 本书的编写团队对于教材、 教学内容及教学方法进行了诸多新的

尝试, 这是难能可贵的。
如何构建工科新的教材体系及新的教材, 体现基础知识、 工程知识与前

沿知识的交融, 并兼具凝炼固化与改进开放, 且充分利用现代科技的多元、
交互、 易学、 易传播的特点, 这都有待工程教育工作者的探索与实践, 甚至

社会科技力量的参与和创新, 正所谓“独行快, 众行远”。 本书的出版, 对更

新该门课程知识、 改善教学教材现状将起到积极的作用。
工程改变世界, 科技创造未来, 工程教育决定着人类的今天, 更关系到

人类的未来。 最后, 希望学习和使用本书的同学们, 在学习过程中不断超越,
为成为创新型卓越的工程人才奠定基础; 也希望使用本书的教师们为探索新

的教学方法、 重塑工程教育文化做出自己的贡献!

华中科技大学教授

2018 年 10 月
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第 4 版前言
本书第 3 版荣获中国机械工业科学技术奖三等奖。 本书前 3 版分别于

1989 年、 2000 年、 2008 年出版, 累计 30 余印次, 深受高校师生与读者的好

评、 支持和肯定。 本书自第 3 版出版以来, 我们得到了兄弟院校师生反馈的

许多宝贵建议。 为打造精品教材, 编者在教学一线与科研实践中不断思考和

总结。 适逢教育部推出以培养未来多元化、 创新型卓越工程人才为目标的“新

工科”计划, 以适应新科技革命、 新产业革命和新经济发展背景下对工程教育

的新需求。 为此, 我们根据“新工科”计划并在教学实践积累总结的基础上,
对本书进行了边界再界定和内容再修订。

本次修订的内容主要有以下几个方面:
(1) 按培养新素养、 形成新能力的要求确定课程边界 　 控制工程基础是

为泛机械类工科专业开设的学科基础课, 也是学科交叉课, 其大量的概念、
方法和原理, 对于泛机械类工科专业的后续课程和控制工程的许多学科分支,
都具有十分重要的基础作用。 基于此, 本书设计总学时为 32 ~ 40 学时(授课

28 ~ 36 学时, 实验 4 学时), 主要针对经典控制理论中的线性定常系统, 阐明

控制工程的模型、 分析和控制三个基本问题。 全书共分 5 章, 内容包括绪论、
数学模型、 时域分析、 频域分析、 综合与校正。

(2) 按教学实践积累、 总结和“新工科”要求重塑课程知识点 　 本书编写

团队涵盖了机械、 液压和自动化等专业的教师, 具有丰富的教学与科研经验,
在总结第 3 版以来的教学规律和经验, 汲取兄弟院校教学实践中的建议和意

见, 尤其是在“新工科”对工程教育的改革方向和要求的基础上, 对全书重新

编排和调整, 对各章内容进行更新和凝炼, 对核心知识点进行凸显和关联,
对例题和习题进行修改和精炼, 新增课程“工程实践项目教学案例”和“控制系

统的分析与综合工程实例”, 并有 MATLAB / Simulink 软件在控制工程中的应用

实例和习题参考答案。
(3) 按与时俱进的时代特征要求提供多媒体教学内容 　 为切合新媒体时

代的信息获取与学习特征, 本书配有 PPT 教学课件(请使用本书的老师到机械

工业出版社教育服务网 www.cmpedu. com 下载); 同时, 本书配套微信公众教

学资源(有教学课件、 习题详解、 扩展阅读等内容, 登录方法见封底勒口),
用于同步辅助教学, 便于教学互动、 各校互联、 反馈改进, 方便学生随时查
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Ⅵ　　　　

询和学习课程内容, 进行延伸关联阅读, 使碎片式、 查询式学习与正式学习

相互补充, 有利于进行大数据反馈分析并持续改进, 提升教学与教材质量。
本书由燕山大学孔祥东教授、 姚成玉教授担任主编。 第 1 ~ 2 章、 附录 B

由孔祥东教授和艾超副教授编写, 第 3 章和附录 A 由姚成玉教授编写, 第 4
章由王跃灵博士后和王洪斌教授编写, 第 5 章及附录 C 由李建雄副教授和

方一鸣教授编写。 各章教学课件和习题详解由各章编者完成。 全书由孔祥东

教授、 姚成玉教授统稿。 研究生陈立娟为本书部分内容的编写给予了帮助。
衷心感谢华中科技大学前校长、 中国机械工程学会第十一届理事会理事

长、 教育部机械类教学指导委员会主任委员(2013 ~ 2017 年)、 中国工程院院

士李培根教授为本书作序。
衷心感谢浙江大学机械工程学院院长、 中国工程院院士杨华勇教授和北

京航空航天大学自动化科学与电气工程学院院长、 长江学者特聘教授焦宗夏

担任本书主审。
本书是在前 3 版基础上进一步改进和更新完成的, 这里向不再参与本次

编写但具有历史性贡献的编者———东北 重 型 机 械 学 院 / 燕 山 大 学 王 益 群、
李久彤、 韩德才、 高 英 杰、 焦 晓 红、 祁 晓 野、 权 凌 霄 和 西 安 交 通 大 学 的

阳含和、 杨公仆、 王馨等以及前 3 版的主审东北大学周士昌、 西安交通大学

史维祥、 北京航空航天大学王占林、 上海交通大学范崇托等表示崇高的敬意。
燕山大学焦晓红教授审阅了本书部分章节, 东北大学段洪君、 湖南师范

大学金耀、 武汉轻工大学严清华、 北京信息 科 技 大 学 陈 秀 梅、 同 济 大 学

靳文瑞、 湘潭大学张大兵、 内蒙古工业大学孟瑞锋、 河北科技大学陈继荣、
河北科技师范学院陈春明等兄弟院校的任课教师, 以及燕山大学李慧剑、
刘爽、 李峰磊、 刘志新、 贺有智、 杨晟刚、 罗小元、 马锴、 唐英干等教师提

出了许多宝贵意见或修订建议, 在此一并表示衷心的感谢。
衷心感谢机械工业出版社责任编辑刘小慧老师多年来对本书第 3、 4 版工

作的支持和帮助。
本书难免有漏误和不足, 敬请读者批评指正。
联系方式: 邮箱 control@ ysu. edu. cn, 电话 13930358822(QQ 微信同号)。

编　 者

2018 年 10 月
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第 3 版前言
本书在《控制工程基础》第 2 版(王益群、 孔祥东主编, 机械工业出版社,

2000)的基础上重新修订编写, 是普通高等教育“十一五”国家级规划教材。
本书在编写过程中结合编者近几年的教学改革经验、 科研积累以及读者

的反馈意见, 并广泛参考了国内外同类教材和相关文献, 从教学、 考研及工

程实用性需求等角度出发, 力求做到使教材内容概念表达准确、 知识结构调

整合理、 教学安排层次清晰, 并进一步突出“控制工程基础”的主要特点。
本书主要介绍工程中广为应用的经典控制理论和现代控制理论中系统分

析与综合的基本方法。 全书共分十章: 前六章属于经典控制理论中的线性定

常连续控制系统问题, 阐明了自动控制的三个基本问题, 即模型、 分析和控

制; 第七章和第八章分别为非线性系统及采样控制系统; 第九章为现代控制

理论基础; 第十章为典型控制系统的分析与设计实例。
本书主要在以下几个方面进行了删改和补充:
(1) 调整知识构成体系 　 增加了在工程中经常应用的根轨迹法; 增添了

现代控制理论内容, 如第九章“现代控制理论基础”; 突出机电系统作为主要

控制对象, 适当增加了工程控制系统实际应用的例子, 如第十章“典型控制系

统的分析与设计实例”等; 精简了部分章节的内容。
(2) 调整章节结构体系 　 在本书经典控制理论部分中, 以时域分析、 根

轨迹法、 频率分析为主线, 将原来独立成章的“控制系统的稳定性分析”和“控

制系统的误差分析和计算”进行拆分, 融入上述主线中, 使知识构成和结构体

系更加合理, 也便于学习和阅读。
(3) 调整增添例题、 习题 　 对不够典型且已陈旧的例题和习题进行了删

减, 增加了与工程应用结合紧密、 具有代表性的例题和习题。 部分习题附有

参考答案。
(4) 集中介绍软件应用 　 在附录“基于 MATLAB 的控制系统分析与设计”

中作为专题来论述 MATLAB 和 Simulink 软件在控制工程中的应用, 便于读者

查阅。
使用本书讲授课程约需 50 学时, 实验约需 6 学时。 凡有“∗”号的章节,

属加深拓宽的内容, 各学校可根据教学时数安排酌情讲授。
本书由燕 山 大 学 孔 祥 东 教 授、 王 益 群 教 授 主 编。 参 加 编 写 工 作 的 有
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孔祥东教授(第一章、 第二章)、 高英杰教授(第三章、 第五章)、 姚成玉副教

授(第四章、 附录、 习题及答案)、 方一鸣教授(第六章、 第七章、 第八章)、
王洪斌教授(第九章、 第十章)。 全书由孔祥东、 王益群教授统稿, 姚成玉副

教授协助整理。 研究生权凌霄、 谷彦鹏、 赵琳琳、 李萍等为本书部分章节的

文字和绘图工作给予了帮助。
本书由北京航空航天大学王占林教授、 上海交通大学范崇托教授主审。

燕山大学王跃灵、 刘爽、 魏立新副教授等提出了许多宝贵意见。 在此一并表

示衷心感谢。
由于编者水平所限, 书中缺点和错误之处在所难免, 欢迎读者批评指正。

联系方式: control@ ysu.edu.cn。

编　 者

2007 年 5 月
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第 2 版前言
根据全国高校机械工程教学指导委员会 1998 年武汉会议的决定, 我们修

订了这本适应教学计划 40 ~ 50 学时的“控制工程基础”教材。
本书是在原 《控制工程基础》 (王益群、 阳含和主编, 机械工业出版社,

1989)统编教材的基础上, 结合编者近些年教改实践和计算机技术的普及重新

编写而成的。
本书以介绍工程上广为应用的经典控制论为主, 以使读者能够学会信息

处理和系统分析与综合的基本方法。 在编写时, 力求重点突出, 使读者对经

典控制论有较全面的了解。 考虑到近些年计算机应用的推广和求解手段的进

步, 还简要介绍了计算机采样控制系统和控制系统计算机辅助分析的基本方

法, 以使读者建立起这方面的基本概念。
全书共分九章, 包括绪论、 数学模型、 时域响应分析、 频域响应分析、

稳定性分析、 误差分析、 系统的综合与校正、 非线性系统和计算机采样控制

系统等。 有“∗”号的章节为加深拓宽的内容, 可根据需要选讲。
本书在论述上力求做到概念准确、 层次清晰、 深入浅出、 易教易学, 适

当结合机、 电、 液方面编入一些易于理解的例题和习题。 本书适于作机械设

计制造及其自动化、 材料成型与控制工程专业及其他非电类专业的教材, 也

可供有关科技人员参考。
本书由燕 山 大 学 王 益 群 教 授、 孔 祥 东 教 授 主 编。 参 加 编 写 工 作 的 有

王益群(第一章)、 孔祥东 (第二章、 第四章、 第五章)、 李久彤 (第三章)、
高英杰(第六章、 附录)、 焦晓红(第七章、 第八章)、 方一鸣(第九章)。

本书由西安交通大学史维祥教授主审。 2000 年 4 月在秦皇岛燕山大学召

开了本书的审稿会, 西安交通大学、 北京航空航天大学、 燕山大学和机械工

业出版社的有关专家出席了会议并提出了许多宝贵意见, 在此, 对上述单位

及有关专家表示衷心感谢。
由于编者水平有限, 书中如有不当之处, 恳请读者批评指正。

编　 者

2000 年 5 月
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第 1 版前言
根据全国高等学校工科机电类 1986 ~ 1990 年教材编审、 出版规划, 全国

流体传动及控制教材编审组于 1983 年 12 月和 1984 年 12 月先后两次在西安开

会, 起草并通过了本书的教学大纲。 1986 年 10 月在南京召开的流体传动及控
制专业教材编审组会议上, 根据加强基础、 增强适应性的精神, 对本书的编

写内容又做了进一步讨论。 本书就是按照上述会议所通过的大纲, 结合编者
多年的教学实践编写而成的。

本书以介绍工程上广为应用的经典控制论为主, 以期读者能够学会信息
的处理和系统的分析和综合, 为学习专业课程和进一步学习控制理论打下基

础。 鉴于频域法是经典控制论的核心, 故在阐述上以频域法为主线展开, 同
时还介绍了瞬态分析法、 根轨迹法、 控制系统的非线性分析等, 力求重点突

出, 使读者对经典控制论有较全面的了解。 考虑时延环节在工程上广泛存在,
故设置了一章介绍时延控制系统分析。 又因多数院校在大学本科教学中未单

独设置现代控制理论课程, 故又设置了现代控制理论概述一章。 书中凡有
“∗”号的章节, 属加深拓宽的内容, 各校可视具体情况进行适当增减。

本书在论述上力求做到概念准确、 层次清晰、 深入浅出、 精讲多练, 适
当结合机、 电、 液方面编入一些易于理解的例题和一定数量的习题, 以加深

对基本概念的理解。 本书适于作流体传动及控制专业及其他机械类专业的教
材, 也可供有关科技人员参考。

本书由东北重型机械学院 (秦皇岛分校) 王益群教授和西安交通大学
阳含和教授主编。 阳含和教授生前对本书的编写大纲提出过精辟、 有益的见

解。 参加编写工作的有东北重型机械学院(秦皇岛分校)王益群(第三章、 第四
章、 第八章、 附录)、 李久彤(第五章、 第六章)、 韩德才(第九章、 第十章、
第十一章)、 西安交通大学杨公仆(第一章、 第七章)、 王馨(第二章)。

本书由东北工学院周士昌教授主审。 1988 年 8 月在秦皇岛燕山大学(东北
重型机械学院分校)召开了审稿会, 东北工学院、 北京理工大学、 太原工业大

学、 甘肃工业大学、 沈阳工业大学的代表参加了会议并提出许多宝贵意见。
燕山大学徐征明教授审阅了本书的部分章节, 编者和宋维公教授进行过讨论,
祈晓野同志在计算机应用方面给予了积极的帮助。 在此, 对上述单位及有关
人员一并表示衷心感谢。

由于编者水平有限, 书中缺点和错误在所难免, 恳请广大读者批评指教。

编　 者
1988 年 10 月
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第 1 章　

绪论

1. 1 概述

　 　 控制论(Cybernetics)是研究生物、 机器等各种系统控制和调节规律的科学, 是由信息

论的先驱、 控制论的奠基人维纳 (Wiener)提出的。 控制论不仅是一门极为重要的科学,
而且也是一门卓越的方法论, 横跨基础科学、 技术科学和社会科学等学科, 具有普遍适

用于各门科学和各个领域的思想和方法。 将控制论推广到工程技术领域, 产生了工程控

制论; 将控制论推广到生物系统、 经济运行及社会治理等领域, 产生了生物控制论、 经

济控制论、 社会控制论等。
工程控制论是研究机器设备和工程系统自动控制问题的技术科学。 控制论、 工程控

制论是在早期自动控制理论的基础上发展起来的。 工程控制论通常也被理解为自动控制

理论(Automatic Control Theory), 而自动控制理论通常简称为控制理论。 所谓自动控制,
就是在没有人直接参与的情况下, 采用控制装置使被控对象(如机器设备的运行或生产过

程的进行)的某些物理量(如力、 位移、 速度、 温度、 电压、 电流、 压力、 流量等)在既定

精度范围内按照给定的规律变化。 自动控制是人类在认识世界和劳动创造过程中发展起

来的。 有了自动控制, 人类可以从笨重、 重复性的劳动中解放出来, 从事更富创造性的

工作。 自动控制技术广泛应用于工业、 农业、 国防等领域和家电、 网络通信、 汽车等产

品中, 人类生活已一时一刻也离不开它。 自动控制技术是当代发展迅速、 引人瞩目的高

新技术之一, 是推动新技术革命和新产业革命的关键核心技术。
控制工程基础(Fundamentals of Control Engineering), 也称控制理论基础, 主要阐述的

是工程控制论的基础理论。 在实际工程中, 机械、 电气、 液压和自动控制技术被广泛应

用。 机器设备的服役运行类似人体机能的运转, 离不开机械本体(类似骨骼)、 机械电气

流体传动(类似肌肉)与控制系统(类似神经系统), 这就需要研究机器设备和工程系统自

动控制的基础理论(即控制理论基础)。
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控制理论的诞生源于解决工程问题的需要, 实际生产需求和工业进步促进了控制理

论的发展, 而控制理论的发展反过来又推动了工业的进步。 控制理论的发展与工业的进

步互为促进, 经历了四个历史阶段, 如图 1-1 所示。

图 1-1　 控制理论发展与工业进步的历史进程

第一阶段: 自动控制理论萌芽(18 世纪末 ~20 世纪 30 年代)
自动控制理论的产生可追溯到 18 世纪的第一次工业革命, 此时工业进入工业 1. 0 时

代———蒸汽时代, 通过水力和蒸汽机实现工厂机械化。 1769 年瓦特发明了蒸汽机离心式

飞锤调速器, 用来自动调节蒸汽机的转速。 调速器的振荡问题引发了工程界对系统稳定

性的讨论; 1868 年麦克斯维发表了讨论这种反馈系统稳定性问题的论文 《论调节器》;
1877 年劳斯(Routh)和 1895 年赫尔维茨(Hurwitz)分别提出了代数稳定判据; 1892 年李雅

普诺夫(Lyapunov)提出了系统稳定性判定方法。 19 世纪末 ~ 20 世纪上半叶, 电机引发了

第二次工业革命, 使人类进入了电气时代, 即工业 2. 0 时代。 工业生产中广泛应用各种自

动调节装置, 促进了对控制系统的分析和综合研究。 针对电子管放大器失真的问题,
1927 年布莱克引入了反馈的概念, 使人们对自动控制系统中反馈控制的结构有了更深刻

的认识。 至此, 自动控制理论发展为一门新兴学科的前提条件已经基本具备, 此后, 自

动控制理论历经了经典控制理论、 现代控制理论和智能控制理论发展阶段。
第二阶段: 经典控制理论(20 世纪 30 ~ 50 年代)
经典控制理论产生于工业 2. 0 时代的成熟期。 第二次世界大战期间, 为了解决防空火

力控制系统和飞机自动导航系统等军事技术问题, 各国科学家设计出各种精密的自动调

节装置。 在拉普拉斯(Laplace)变换基础上的传递函数、 劳斯和赫尔维茨提出的代数稳定

判据和 1932 年奈魁斯特(Nyquist)提出的判别稳定性的奈氏判据、 1948 年伊万斯( Evans)

   
   
   
   
  机
械
工
业
出
版
社
© 

 
   
   
 机
械
工
业
出
版
社
© 

 
机
械
工
业
出
版
社
©



3　　　　

提出的根轨迹法等, 奠定了适用于单变量控制系统的经典控制理论(又称古典控制理论)
的基础。 1945 年, 维纳把反馈的概念推广到生物等一切控制系统, 并在 1948 年出版了

《控制论———关于在动物和机器中控制和通信的科学》一书, 奠定了控制论这门学科的基

础。 控制论的原理和方法被运用于工程技术领域, 形成了工程控制论, 1954 年, 钱学森

总结了控制理论的研究成果并出版了《工程控制论》。
第三阶段: 现代控制理论(20 世纪 50 ~ 70 年代)
20 世纪下半叶, 信息技术、 自动化技术引发了第三次工业革命, 人类进入工业 3. 0

时代, 社会生产从电气化、 半自动化向自动化转变, 劳动生产率再次大飞跃。 复杂工业

过程和航天技术的自动控制问题, 都是多变量控制系统的分析和综合问题, 迫切需要解

决, 但经典控制理论的直接应用遇到了困难, 需要新控制方法的出现。 这期间计算机技

术和空间技术有了巨大进步, 1960 年卡尔曼(Kalman)提出的状态空间法、 能控性、 能观

性, 加之系统稳定性的李雅普诺夫判定方法等, 标志着适用于多变量控制系统的现代控

制理论的诞生。 现代控制理论可有效解决多变量控制问题, 并逐渐形成了最优控制、 自

适应控制等多个重要分支。
第四阶段: 智能控制理论(20 世纪 70 年代 ~至今)
智能控制理论产生于工业 3. 0 时代向工业 4. 0 时代的过渡阶段。 随着工业进步, 人们

开始将人工智能引入自动控制系统中, 控制理论因此向着智能控制理论的方向发展。 智

能控制理论是运用人工智能的概念和方法, 来解决复杂被控对象的建模和系统的控制、
优化等问题, 具体来说就是运用神经网络、 迭代学习、 模糊控制等理论方法以及由知识

库、 数据库、 学习机、 推理机等组成的智能决策单元来解决复杂控制问题。 控制理论的

发展助推了工业 4. 0 时代的到来。 在当前的工业 4. 0 时代, 新一轮科技革命和产业变革正

在孕育兴起, 全球科技创新呈现新的发展态势和特征, 开始应用信息物理融合系统

(Cyber-Physical Systems, CPS), 以智能制造为核心, 信息技术、 生物技术、 新材料技术、
新能源技术广泛渗透, 带动几乎所有领域发生了以智能化、 绿色化、 服务化为特征的群

体性技术革命, 这是新一轮的工业革命, 由此, 美国提出了“先进制造国家战略计划”,
德国发布了“工业 4. 0”战略, 我国提出了“中国制造 2025”战略。 这对控制理论的发展提

出了更高的要求, 对控制理论的应用提供了更广阔的空间。
从控制理论的发展历程可以看出, 经典控制理论、 现代控制理论、 智能控制理论适

应于不同的控制问题, 且在当下并存应用、 各具特色、 相辅相成, 其中, 经典控制理论

是基础, 现代控制理论、 智能控制理论是经典控制理论的延伸和拓展。 同时, 控制理论

的发展反映了人类社会由机械化 (工业 1. 0) 到电气化 (工业 2. 0), 再到自动化 (工业

3. 0), 继而走向全面实现数字化、 网络化和智能化(工业 4. 0)时代。

1. 2 控制系统的基本概念

　 　 在各种机器设备和生产过程中, 常常要求某些物理量(如力、 位移、 速度、 温度、 电

压、 电流、 压力、 流量等)保持恒定或者按照给定的规律变化, 这就要求控制系统进行控
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制和调整, 以减小或消除系统参数摄动和外界扰动的影响。 下面介绍控制系统如何实现

这些物理量的自动控制。

1. 2. 1　 控制系统的工作原理

1. 恒温系统的人工控制与自动控制

首先研究恒温系统, 实现恒温控制有两种办法: 人工控制和自动控制。
图 1-2 所示为人工控制的恒温控制箱。 人们可以通过调压器改变加热电阻丝的电流,

以达到控制温度的目的。 箱内温度是由温度计检测的。 人工控制过程可归结如下:

图 1-2　 人工控制的恒温箱

1) 观测由检测元件(温度计)测出的恒温箱温度

(被控制量)。
2) 与要求的温度值(期望值)比较, 得出偏差的

大小和方向。
3) 根据偏差的大小和方向再进行控制: 当恒温

箱温度高于所要求的给定温度值时, 就调节调压器,
使电流减小, 温度降低; 若温度低于给定温度值,
则调节调压器, 使电流增加, 温度升高。

因此, 控制的过程就是检测、 求偏差、 再控制,
以纠正偏差的过程。 简单地讲就是“检测偏差用以纠

正偏差”的过程。 如果用控制器等装置实现人的“检测偏差用以纠正偏差”的职能, 就是自

动控制系统。
图 1-3 所示为恒温箱自动控制系统。 图中, 恒温箱的温度是由给定信号电压 u1 控制

的。 当外界因素引起箱内温度变化时, 作为检测元件的热电偶, 把温度转换成对应的电

压信号 u2并反馈回去与给定信号 u1相比较, 所得结果即为温度的偏差信号 Δu = u1 -u2, 再

经过电压、 功率放大后, 用以改变电动机的转速和方向, 并通过传动装置移动调压器动

触头。 当温度偏高时, 动触头向着降低输出电压减小电流的方向移动, 反之则加大电流,
直到温度达到给定值为止。 即只有在偏差信号 Δu = 0 时, 电动机才停转。 这样就实现了

自动控制。 而所有这些装置便组成了一个自动控制系统。

图 1-3　 恒温箱自动控制系统

   
   
   
   
  机
械
工
业
出
版
社
© 

 
   
   
 机
械
工
业
出
版
社
© 

 
机
械
工
业
出
版
社
©



5　　　　

人工控制系统和自动控制系统的原理是相似的。 检测装置相当于人的眼睛, 控制器

类似于人脑, 执行机构类似于人手。 其共同的特点是都要检测偏差并用检测到的偏差去

纠正偏差, 而没有偏差便没有调节过程。 在自动控制系统中, 这一偏差是通过反馈建立

起来的。 给定量叫作控制系统的输入量, 被控制量叫作控制系统的输出量。 反馈( Feed-
back)就是指输出量通过适当的检测装置将信号全部或一部分返回输入端, 使之与输入量

进行比较, 通常为负反馈(Negative Feedback), 即反馈信号起到与输入信号相反的作用,

图 1-4　 板带轧机液压 AGC 系统

或者说反馈信号与输入信号极性相反 (或

变化方向相反), 比较的结果即为偏差。
因此, 基于反馈基础上的 “检测偏差用以

纠正偏差” 的原理又称为反馈控制原理。
利用反馈控制原理组成的系统称为反馈控

制系统。 虽然实现自动控制的装置各不相

同, 但反馈控制的原理却是相同的。 可以

说, 反馈控制是实现自动控制最基本的

方法。
本书主要针对自动控制系统进行分析

与研究, 所以后文将自动控制系统简称控

制系统。
2. 板带轧机的板厚自动控制

图 1-4 所示为板带轧机液压厚度自动

控制(Automatic Gauge Control, AGC)系统。 由于板带轧制的速度和精度要求越来越高,
现代化轧机的电液伺服压下机构已经代替了机械式压下机构。 图中, 板带出口厚度 h 由

检测元件测出并反馈到电液伺服系统中, 电液伺服系统发出控制信号以驱动液压缸, 从

而调节轧制辊缝, 使得板带出口厚度 h 保持在要求的误差范围内。

1. 2. 2　 开环控制系统与闭环控制系统

根据有无反馈作用可把控制系统分为两类: 开环控制系统与闭环控制系统。
1. 开环控制系统

如果控制器和被控对象之间只有正向作用而没有反向联系, 即输出端和输入端之间

不存在反馈回路, 输出对系统的控制作用没有影响, 这样的系统称为开环控制系统。 图

图 1-5　 电动机转速开环控制系统

1-5 所示的电动机转速控制系统就是开环

控制系统。 当给定电压改变时, 电动机转

速也跟着改变, 但这个控制系统易受负载

转矩的影响, 即当负载转矩改变时, 转速

也要随之改变。

2. 闭环控制系统

闭环控制系统即反馈控制系统。 这种
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图 1-6　 闭环调速系统

系统的特点是系统的输出端和输入端之间存

在反馈回路, 即输出量对系统的控制作用有

直接影响。 闭环的作用就是利用反馈来减少

偏差。 闭环控制的突出优点是系统控制精度

高, 当系统出现干扰时, 只要被控制量的实

测值偏离给定值, 闭环控制就会产生控制作

用来减小这一偏差。 图 1-6 所示的闭环调速系

统就能大大降低负载转矩对转速的影响, 例

如负载加大, 转速就会降低, 但有了反馈,
偏差就会增大, 电动机电压就会升高, 转速又会上升, 并在一定误差范围内保持为设

定值。
闭环控制系统的控制精度在很大程度上是由形成反馈的检测元件的精度决定的, 但

反馈的引入就存在“检测偏差用以纠正偏差”的调节过程, 由于元件惯性、 储能耗能元件

能量形式转换, 容易使系统在调节过程中产生振荡、 甚至使系统不稳定, 这是闭环控制

系统的缺点。 因此控制精度和稳定性是闭环控制系统存在的一对矛盾。
通常, 相对于开环控制系统, 闭环控制系统抗干扰能力强、 控制精度高, 但系统结

构相对复杂。

1. 2. 3　 闭环控制系统的基本组成

图 1-7 所示为典型的闭环控制系统框图, 该图表示了系统中各个元件的位置和它们相

互间的关系。 由图可以看出, 典型的闭环控制系统应该包括给定元件、 比较元件、 放大

元件、 执行元件、 控制对象、 反馈元件及反馈校正元件等。

图 1-7　 典型的闭环控制系统框图

1) 给定元件: 用于产生系统的给定信号或输入信号。 例如调速系统的给定电位计。
2) 比较元件: 用来比较输入信号和反馈信号大小, 得到偏差。 例如差接的电路、 自

整角机、 旋转变压器、 机械式差动装置、 运算放大器等。
3) 放大元件: 对偏差信号进行信号放大和功率放大的元件。 例如伺服功率放大器、

电液伺服阀等。
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4) 执行元件: 直接对控制对象进行操作的元件。 例如执行电动机、 马达、 液压

缸等。
5) 控制对象: 控制系统所要操纵的对象, 它的输出量即为系统的被控制量。 例如机

床的工作台、 轧机的工作辊等。
6) 反馈元件: 检测被控制量或系统输出量, 并产生反馈信号, 该信号与输出量存在

着确定的函数关系(通常为比例关系)。 例如压力传感器、 温度传感器、 调速系统的测速

发电机等。
7) 反馈校正元件: 或称校正装置, 用以稳定控制系统, 提高系统控制性能, 有串联

校正、 反馈校正和复合校正等形式。

1. 2. 4　 控制系统的基本类型

控制系统的类型很多, 它们的结构类型和所完成的任务各不相同。 控制系统可以按

有无反馈作用分为开环控制系统和闭环控制系统, 还可以根据其他不同的分类方法进行

类型的划分, 概括如下。
1. 按输入量的运动规律划分

(1) 恒值调节系统 　 系统输入量为常值或者随时间缓慢变化。 系统控制器的基本

任务是当出现扰动时, 使系统的输出量保持恒定的期望值, 例如稳压电源、 恒温系

统等。 对于这类系统, 分析重点是研究各种扰动对控制对象的影响以及抗扰动的

措施。
(2) 程序控制系统 　 又称为过程控制系统, 系统输入量为已知给定的时间函数, 系

统的控制过程按预定程序进行。 近年来, 随着计算机的发展, 数字程序控制系统已被广

泛应用。
(3) 随动控制系统 　 又称为伺服控制系统或跟踪控制系统, 系统的输入量是时间的

未知函数, 即输入量的变化规律事先无法确定, 要求输出量能够快速、 准确地复现输入

量, 如火炮自动瞄准敌机的系统。
2. 按系统线性特性划分

(1) 线性系统 　 组成系统的元器件特性均为线性(或基本为线性), 能用线性常微分

方程描述其输入与输出关系的系统。 线性系统满足叠加原理, 其时间响应的特征与初始

状态无关。
(2) 非线性系统 　 只要有一个元器件特性不能用线性方程描述, 即为非线性系统。

在描述非线性系统的常微分方程中, 输出量及其各阶导数不全是一次的, 或者有的输出

量导数项的系数是输入量的函数。 非线性系统不能应用叠加原理, 其时间响应的特征与

初始状态有很大关系。
严格地讲, 自然界不存在线性系统, 因为各种物理系统总是具有不同程度的非线性。

但只要非线性不严重, 能用线性系统理论和方法对待的系统均可称为线性系统。
3. 按参数是否为常数划分

(1) 时变系统 　 又称非定常系统, 当系统数学描述中含时间 t 时, 即数学描述中的系
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数是包含 t 的函数, 则称相应的系统为时变系统。
(2) 定常系统 　 又称时不变系统, 定常系统的特点是系统数学描述中不含时间 t。 定

常系统在物理上代表了结构和参数都不随时间变化的一类系统。
如果系统既是线性的, 又是定常的, 则称为线性定常系统。 本书以线性定常系统为

研究对象。
按系统组成元件的物理性质又可分为电气控制系统、 液压控制系统和气动控制系统

等。 按被控制量的不同又可分为温度控制系统、 位置控制系统、 速度控制系统、 温度控

制系统、 电压控制系统、 电流控制系统、 压力控制系统、(流体或网络的)流量控制系统

等。 按机器设备及工艺的不同又可分为轧机控制系统、 压机控制系统、 连铸控制系统、
3D 打印(增材制造)控制系统、 盾构掘进机控制系统、 飞机制动与防滑控制系统、 汽车防

抱死制动系统(Anti-lock Braking System, ABS)、 机床控制系统、 机器人控制系统、 锅炉

控制系统、 风力发电机组控制系统、 电池充放电控制系统等。

1. 2. 5　 对控制系统的基本要求

对控制系统的基本要求一般可归结为稳定性、 快速性、 准确性, 即稳、 快、 准三个

方面。
(1) 稳定性 　 由于系统存在着惯性, 当系统的各个参数匹配不当时, 将会引起系统

的振荡、 甚至使系统失去工作能力。 稳定性就是指动态过程的振荡倾向和系统能否恢复

平衡状态的能力。 通常, 一个能够实际运行的控制系统, 必须是稳定的系统, 因此, 稳

定性是系统工作的首要条件。
(2) 快速性 　 快速性是指当系统输出量与输入量之间产生偏差时, 消除偏差过程的

快慢程度。
(3) 准确性 　 准确性是指在调整过程结束后输出量与输入量之间的偏差, 或称为静

态精度, 这也是衡量系统工作性能的重要指标。 例如数控机床精度越高, 则加工精度也

越高。
同一系统的稳、 快、 准是相互制约的, 例如, 改善稳定性, 系统控制过程又可能变

得迟缓、 快速性变差, 准确性也可能变坏; 提高快速性, 可能会引起系统强烈振荡、 使

稳定性变差。 由于被控对象的工况和要求不同, 不同的系统对稳、 快、 准的要求各有侧

重, 因而要具体问题具体分析。
对于控制系统而言, 对其稳定性、 快速性和准确性方面的性能指标可在时域或频域

内给出。
(1) 时域性能指标 　 时域性能指标包括瞬态性能(稳定性与快速性)指标和稳态性能

(准确性)指标。
(2) 频域性能指标 　 频域性能指标不仅反映系统在频域方面的特性, 而且当时域性

能指标难以求得时, 一般可先用频率特性实验来求出该系统的频域性能指标, 再由此推

出其时域性能指标。
这两种形式的指标之间有确定的关系, 因此是等价的(见 5. 1. 2 节)。
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1. 3 控制工程基础的主要任务与知识体系

1. 3. 1　 主要任务

控制工程基础实际上是研究线性定常系统的分析和综合问题。 通常, 研究系统运动

规律的问题称为分析问题, 研究改变运动规律的可能性和方法的问题称为综合问题。 前

者属于认识系统, 后者则为改造系统。
对于分析问题而言, 主要是研究当系统和输入已知时的系统输出, 进而通过输出来

研究系统自身的问题, 即分析系统的稳定性、 快速性和准确性。
对于综合问题而言, 主要是研究使系统输出符合给定稳、 快、 准某一或某些要求的

控制规律。
无论解决哪类问题, 都必须具有丰富的控制理论知识。
更重要的是, 要以系统全面而不是零散片面的、 动态发展而不是静止不变的、 协调

关联而不是单一孤立的观点和方法来处理问题, 方能达到预期目标。 这是控制理论所体

现的方法论。

1. 3. 2　 知识体系

本书系统且简要地阐述了时域和频域内分析与综合线性定常系统的理论和方法, 其

知识体系如图 1-8 所示。

图 1-8　 本书知识体系

1) 介绍了控制工程基础的基本概念及控制理论的发展历程, 论述了控制系统的工作

原理、 开环控制与闭环控制、 闭环控制系统的基本组成、 控制系统的基本类型、 对控制

系统的基本要求以及控制工程基础的主要任务和知识体系。
2) 针对机器设备工程系统中的控制问题, 就其数学模型进行阐述, 主要介绍了控制

系统的微分方程及线性化方程、 拉普拉斯变换及反变换、 传递函数及基本环节的传递函

数、 框图及其简化等内容。
3) 基于上述数学模型, 分别从时域和频域分析系统性能。 时域分析方法介绍了控制

系统时间响应及性能指标、 一阶系统时域分析、 二阶系统时域分析、 高阶系统时域分析、
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稳定性及其劳斯稳定判据、 稳态误差分析与计算和根轨迹法等内容; 频域分析方法介绍

了频率特性的基本概念、 频率特性图形表示法、 几何稳定判据、 相对稳定性、 闭环频率

特性等内容。
在上述分析的基础上, 对系统进行综合与校正来提升系统性能。 主要阐述了基本控

制规律及 PID 参数整定、 串联校正、 反馈校正、 复合校正等内容。
最后, 通过 MATLAB / Simulink 软件在控制工程中的应用实例、 阀控缸位置闭环控制

系统实践项目工程教学案例和转速反馈直流调速控制系统的分析与综合等工程实际案例,
建立理论方法与工程实践的联系。

本章小结
　 　 本章介绍了控制工程基础的基本概念及控制理论的发展历程, 论述了控制系统的

工作原理、 开环控制与闭环控制、 闭环控制系统的基本组成、 控制系统的基本类型及

对控制系统的基本要求, 最后阐述了控制工程基础的主要任务和本书知识体系。

习　题
　 　 1-1　 思考以下问题。

1) 闭环控制系统的基本组成。
2) 反馈和反馈控制原理的含义。
3) 开环控制和闭环控制的特点。
4) 评价控制系统的三大基本要求之间是否存在相互影响。
5) 什么是控制系统的分析? 什么是控制系统的综合?
1-2　 填空。
1) 对控制系统的基本要求是 、 和 。
2) 根据反馈环节的有无, 控制系统可分为 和 。
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第 2 章　

控制系统的数学模型

研究控制系统, 不仅要定性地了解系统的工作原理及其特性, 更要定量地描述系统的动态

性能, 揭示系统的结构和参数与性能之间的关系, 这就需要建立系统的数学模型。 按钱学森的

观点, 控制系统的数学模型是通过对问题的分析, 利用考察来的机理, 吸收一切主要因素、 略

去一切次要因素所创造出来的对系统的数学表示(数学表达式、 几何图形等)。 显然, 数学模型

是用数学语言描述的模型, 模型可以是语义模型、 数学模型、 图形化模型等。 本书涉及的控制

系统的数学模型有微分方程、 传递函数和框图等。 建立控制系统的数学模型, 并在此基础上对

控制系统进行分析、 综合, 这是控制工程的基本方法。 建立控制系统的数学模型有两种方法:
分析法和实验法。 分析法是根据系统和元件所遵循的有关定律(如力学、 电学等定律)来推导出

数学表达式, 从而建立数学模型; 实验法是通过对实验数据进行处理, 拟合出最接近实际系统

的数学模型。 本章采用分析法建立数学模型, 依次介绍控制系统微分方程的建立方法及微分方

程线性化方法、 由微分方程转换为代数方程的数学工具———拉普拉斯变换、 传递函数、 系统框

图及其简化方法。

2. 1 控制系统的微分方程及线性化方程

　 　 微分方程是控制系统的一种基本数学模型, 是根据控制系统的动力学特性列出来的

反映其动态特性的基本方程, 是列出传递函数的基础。
工程中的机械系统、 电气系统和液压系统等, 一般都可以用微分方程加以描述, 下

面将依次进行介绍。

2. 1. 1　 机械系统的微分方程

机械系统的微分方程可用牛顿第二定律推导。 在机械系统中, 平移系统和回转系统

是典型的机械系统, 如图 2-1 所示。
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图 2-1　 机械系统

a) 平移系统 　 b) 回转系统

牛顿第二定律: 一物体的加速度, 与其所受的合外力成正比, 与其质量成反比, 而

且加速度与合外力同方向(作用在物体上的合外力与该物体的惯性力构成平衡力系)。 用

公式可表示为

-mx( t) +∑F i( t)= 0 (2-1)

式中, ∑Fi(t)为作用在物体上的合外力; x(t)为物体的加速度; m 为物体的质量; -mx( t)为物

体的惯性力。
如图 2-1a 所示的机械平移系统, 用牛顿第二定律列出的运动微分方程式为

m
d2 x( t)

dt2
+ f

dx( t)
dt

+ kx( t)= F( t) (2-2)

式中, x( t)为运动体的位移, 单位为 m; f为粘性阻尼系数, 单位为 N s m -1; k 为弹簧刚

度, 单位为 N m; F( t)为外力, 单位为 N。
图 2-1b 所示为机械回转系统, 相应的运动微分方程为

J
d2θ( t)

dt2
+ f

dθ( t)
dt

+ kθ( t)= T( t) (2-3)

式中, J 为旋转体的转动惯量, 单位为 kg m2; θ( t)为旋转体的转角, 单位为 rad; f 为转

动时的粘性阻尼系数, 单位为 N m s rad-1; k 为扭转弹簧刚度, 单位为 N m rad-1;
T( t)为外加转矩, 单位为 N m。

图 2-2　 质量-弹簧-阻尼系统

例 2-1　 组合机床动力滑台铣平面时, 当切削力

F i( t)变化时, 滑台可能产生振动, 从而降低被加工

工件的切削表面质量。 可将动力滑台连同铣刀抽象

成如图 2-2 所示的质量-弹簧-阻尼系统的力学模型。
其中, m 为等效质量, k1、 k2 分别为铣刀系和工件

的弹簧刚度, f 为粘性阻尼系数, xo( t)为输出位移。
试建立其以 F i( t)为输入、 xo( t)为输出的微分方程。
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解 　 对系统进行受力分析。
1) 对质量块进行受力分析, 如图 2-3a 所示, 设质量块的位移为 x1( t), 所以弹簧 k2

的压缩量为[ x1( t) -xo( t)], 根据牛顿第二定律得

F i( t) -k2[ x1( t) -xo( t)] =mx1( t)
2) 对连接点 A 进行受力分析, 如图 2-3b 所示, 列出如下平衡方程

k2[ x1( t) -xo( t)] = k1 xo( t) +f xo( t)

图 2-3　 质量-弹簧-阻尼系统力学模型的受力分析

a) 质量块 m　 b) 连接点 A

所以, 联立上述两式, 得

mf
k2

x o( t) +
mk1

k2
+m( ) xo( t) +f xo( t) +k1 xo( t)= F i( t)

图 2-4　 加速度计原理图

例 2-2　 机械式加速度计用于测量运动物

体的加速度。 测量时, 加速度计的框架固定在

待测的运动物体上, 当运动物体做加速运动

时, 该框架随之做同样的加速运动, 具体的工

作原理如图 2-4 所示。 其中, x( t)为运动物体

(即加速度计框架)相对于某固定参照物(例如

地面)的位移, 简写为 x; y( t)为质量块 m 相

对于框架的位移(可以从刻度线上读出), 简写

为 y。 x 和 y 的正方向如图中所示。 试建立机

械式加速度计的微分方程。

解　 由于 y 是相对于框架而度量的, 所以质量块 m 相对于地面的位移为( y-x), 于是

根据牛顿第二定律可得

m
d2( y-x)

dt2
+ f

dy
dt

+ky = 0

上式可改写为

m
d2 y
dt2

+ f
dy
dt

+ky =m
d2 x
dt2

=ma

式中, a 为运动物体的加速度, 即加速度计的输入。
说明: 从上述微分方程分析可知, 如果输入一个恒加速度, 则在稳定情况下其输出 y

也是常数, 从而其导数就为零, 此时加速度计质量块 m 的输入加速度 a 正比于稳态输出

位移 y, 即可用 y 值来衡量其加速度的大小; 如果输入加速度不是常量, 而是随时间变化

的, 则式中的
dy
dt

和
d2 y
dt2

均不为零。
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2. 1. 2　 电气系统的微分方程

电气系统的微分方程可根据欧姆定律、 基尔霍夫定律、 电磁感应定律等基本物理规

律推导。 在电气系统中, 电阻 R、 电感 L 和电容 C 是电路中的三种基本元件, 如图 2-5
所示。

图 2-5　 电气系统三种基本元件

a) u i( t) -u o( t)= Ri( t) 　 b) u i( t) -u o( t)= L
di( t)
dt

　 c) i( t)= C
d[ u i( t) -u o( t) ]

dt

欧姆定律: 在电压和电流取关联参考方向下, 任何时刻线性电阻两端的电压与流过

该电阻的电流成正比。 用公式可表示为

u( t)= Ri( t) (2-4)
式中, u( t)为电阻两端的电压; R 为电阻的阻值; i( t)为流过电阻的电流。

基尔霍夫电流定律: 在任一瞬时, 流入电路中任一节点的各支路电流之和等于从该

节点流出的各支路电流之和。 若把流入节点的支路电流取正号, 流出节点的支路电流取

负号, 则基尔霍夫电流定律用公式可表示为

∑i( t)= 0 (2-5)
基尔霍夫电压定律: 从回路中任意一点出发, 以顺时针方向或逆时针方向沿回路循

环一周, 则在这个方向上的电位降之和等于电位升之和。 若规定电位降取正号, 电位升

取负号, 则基尔霍夫电压定律用公式可表示为

∑u( t)= 0 (2-6)
电磁感应定律: 电路中感应电动势的大小和通过导体回路的磁通量的变化率成正比。

用公式可表示为

e( t)= - dΦ( t)
dt

(2-7)

图 2-6　 无源电路系统

式中, e( t)为电路中的感应电动势; Φ( t)为通过导体

回路的磁通量。
Φ( t)的正方向与感应电动势 e( t)的正方向成右手

螺旋关系。
下面通过例题加以说明。
例 2-3　 如图 2-6 所示的无源电路系统中, u i( t)为

输入电压, uo( t)为输出电压, 试建立其微分方程。
解 　 根据欧姆定律和基尔霍夫定律, 有
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　 i( t)= i1( t)+i2( t)

u i( t)= uo( t)+R1 i2( t)

i1( t)= C
d[u i( t) -uo( t)]

dt
uo( t)= R2 i( t)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(2-8)
(2-9)

(2-10)

(2-11)

由式(2-9)得

i2( t)=
u i( t) -uo( t)

R1
(2-12)

由式(2-11)得

i( t)=
uo( t)
R2

(2-13)

将式(2-10)、 式(2-12)、 式(2-13)代入式(2-8), 得

uo( t)
R2

=C
du i( t)

dt
-

duo( t)
dt

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
+
u i( t) -uo( t)

R1

即

R1C
duo( t)

dt
+
R1 +R2

R2
uo( t)= R1C

du i( t)
dt

+u i( t)

图 2-7　 有源电路系统

例 2-4　 在图 2-7 所示的有源电路系统中, u i( t)
为输入电压, uo( t)为输出电压, K0 为运算放大器开

环放大倍数。 试建立其微分方程。
解 　 设运算放大器的反相输入端为 A 点。 因为

一般 K0 值很大, 又 uo( t)= -K0uA( t), 所以, A 点电

位可表示为

uA( t)= -
uo( t)
K0

≈0 (2-14)

因为一般运算放大器的输入阻抗很高, 所以

i1( t)≈i2( t) (2-15)
据此可列出

图 2-8　 电枢控制式直流电动机

u i( t)
R

= -C
duo( t)

dt
即

RC
duo( t)

dt
= -u i( t)

例 2-5 　 如图 2-8 所示的电枢控制

式直流电动机系统中, e i( t)为电动机电

枢输入电压; θo( t)为电动机输出转角;
R a 为电枢绕组的电阻; La为电枢绕组的
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电感; ia( t)为流过电枢绕组的电流; em( t)为电动机感应电势; T( t)为电动机转矩; J 为

电动机及负载折合到电动机轴上的转动惯量; f 为电动机及负载折合到电动机轴上的粘性

阻尼系数。 试建立其微分方程。
解 　 根据基尔霍夫定律, 有

e i( t)= R a ia( t) +La

dia( t)
dt

+em( t) (2-16)

根据磁场对载流线圈的作用定律, 有

T( t)= KT ia( t) (2-17)
式中, KT 为电动机转矩常数。

根据电磁感应定律, 有

em( t)= K e

dθo( t)
dt

(2-18)

式中, K e为反电动势常数。
根据牛顿第二定律, 有

T( t) - f
dθo( t)

dt
= J

d2θo( t)

dt2
(2-19)

将式(2-17)代入式(2-19), 得

ia( t)=
J
KT

d2θo( t)

dt2
+ f
KT

dθo( t)
dt

(2-20)

将式(2-18)、 式(2-20)代入式(2-16), 得

LaJ
d3θo( t)

dt3
+(La f +R aJ)

d2θo( t)

dt2
+(R a f +KTK e)

dθo( t)
dt

=KT e i( t)

在工程应用中, 由于电枢电感 La 较小, 通常忽略不计, 因而系统微分方程可简化为

R aJ
d2θo( t)

dt2
+(R a f +KTK e)

dθo( t)
dt

=KT e i( t)

当电枢电感 La 和电阻 R a 均较小, 都忽略时, 系统微分方程可进一步简化为

K e

dθo( t)
dt

= e i( t)

2. 1. 3　 液压系统的线性化微分方程

由于液压元件比电气元件更为非线性, 在数学描述上更加复杂, 为便于分析, 往往

在一定条件下, 将非线性系统进行线性化处理。
例 2-6　 设有一滑阀控制液压缸的液压伺服系统, 如图 2-9 所示。 其工作原理是当阀芯

右移时, 高压油进入液压缸左腔, 这时活塞推动负载右移; 反之, 当阀芯左移时, 活塞推动

负载左移。 其中, x 为阀芯位移输入; y 为液压缸活塞位移输出; qL为负载流量; q1、 q2分

别为液压缸左、 右腔的输入、 输出流量; pL为负载压差; ps为供油压力; m 为负载质量; A
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17　　　

为活塞工作面积; d 为阀芯直径。 试建立系统的压力-流量特性的线性化微分方程。
解 　 由液压流体力学可知

q1
=CdA0

2Δp
ρ

(2-21)

式中, Cd 为阀口流量系数; A0 为阀口过流面积, 若为全周矩形开口, 有 A0 = xπd; Δp 为

阀口压力降; ρ 为油液密度。

若阀口结构完全相同且对称, 不考虑阀和缸的泄漏, 则 q1 = q2 = qL, Δp = p s -p1 = p2 -

p0 = p2, 于是有p s = p1 +p2。 因为pL = p1 -p2, 所以可以导出 Δp =
p s-pL

2
, 于是式(2-21)变为

qL =Cd xπd
p s-pL

ρ
(2-22)

或

qL = f ( pL,x) (2-23)
式(2-23)称为滑阀的静态特性方程, 是一个非线性函数, 如图 2-10 所示。

图 2-9　 滑阀控制液压缸的液压伺服系统 图 2-10　 qL = f ( pL, x)曲线

　 　 设阀的额定工作点参量为 pL0和 x0, 则

qL0
= f ( pL0,x0) (2-24)

将式(2-22)在额定工作点附近展成泰勒级数, 有

qL
= f ( pL0,x0) +

∂f ( pL,x)

∂x x = x0
pL = pL0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Δx+

∂f ( pL,x)

∂pL
x = x0
pL = pL0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ΔpL

+… (2-25)

将式(2-25)减去式(2-24), 并舍去高阶项, 得压力-流量特性的线性化方程为

ΔqL
=KqΔx-K cΔpL (2-26)
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式中, Kq 为流量增益, Kq =
∂f (pL,x)

∂x x = x0
pL

= pL0

; Kc 为流量-压力系数, Kc = -
∂f (pL,x)

∂pL x = x0
pL = pL0

。

当不考虑泄漏时, 液压缸流量的连续性方程为

ΔqL
= A

d(Δy)
dt

(2-27)

当不考虑阻尼力等时, 液压缸的力平衡方程为

ΔpLA =m
d2(Δy)

dt2
(2-28)

将式(2-26)、 式(2-27)和式(2-28)联立, 消去中间变量, 即得系统压力-流量特性的线性

化微分方程为

K cm
A

d2(Δy)
dt2

+ A
d(Δy)

dt
=KqΔx

在经典控制理论学习阶段, 对于系统的微分方程线性化主要采用将微分方程在某一

工作点展开成泰勒级数的方法完成。 在系统线性化的过程中, 有以下几点需要注意:
1) 线性化是相对某一额定工作点的, 工作点不同, 所得的方程系数也往往不同。
2) 变量的偏差越小, 则线性化精度越高。
3) 增量方程中可认为其初始条件为零, 即广义坐标原点平移到额定工作点处。
4) 线性化只用于没有间断点、 折断点的单值函数。
由以上一些例子可总结出列写系统微分方程的一般步骤:
1) 确定系统或各元件的输入、 输出。 对于一个系统或元件而言, 应按系统信号传递

情况来确定输入、 输出。
2) 按照信号的传递顺序, 从系统的输入端开始, 根据各变量所遵循的定律, 列出在运

动过程中各部分(一个元件、 多个元件或一个简单系统)的微分方程。 按工作条件列出, 忽

略一些次要因素, 并考虑相邻元件间是否存在负载效应。 对非线性项应进行线性化处理。
3) 将各部分的微分方程联立, 消去中间变量, 最后得到描述系统输入、 输出之间关

系的微分方程, 方程中只含输入、 输出以及系统参量。
4) 一般情况下, 将整理所得的微分方程式写为标准形式, 即与输出相关的各项放

在方程的左侧, 与输入相关的各项放在方程的右侧, 方程两端变量的导数项均按降幂

排列。

2. 1. 4　 机电液系统的相似性

数学模型相同的物理系统称为相似系统。 在相似系统的数学模型中, 作用相同的变

量称为相似变量。 表 2-1 为相似系统(机械平移系统、 机械回转系统、 电气系统和液压系

统)的相似变量。
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19　　　

表 2-1　 相似系统的相似变量

机械平移系统 机械回转系统 电气系统 液压系统

力 F 转矩 T 电压 U 压力 p

质量 m 转动惯量 J 电感 L 液感 Lh

粘性阻尼系数 f 粘性阻尼系数 f 电阻 R 液阻 R h

弹簧刚度 k 扭转弹簧刚度 k 电容的倒数 1 / C 液容的倒数 1 / C h

线位移 y 角位移 θ 电荷 q 容积 V

速度 v 角速度 ω 电流 i 流量 q

相似系统的特点是可以将一种物理系统研究的结论推广到其他相似系统中去。 利用

相似系统的这一特点, 可以进行模拟研究, 即用一种比较容易实现的系统(如电气系统)
模拟其他较难实现的系统。

2. 2 拉普拉斯变换及反变换

　 　 应用拉普拉斯变换(Laplace Transform), 可将微分方程转换为代数方程, 使系统分析

和方程求解大为简化, 因而拉普拉斯变换是分析工程控制系统的基本数学方法之一。

2. 2. 1　 拉普拉斯变换及其运算法则

1. 拉普拉斯变换的定义

时间函数 f ( t), 当 t<0 时, f ( t)= 0; 当 t≥0 时, f ( t)(称原函数)的拉普拉斯变换记

为 L[ f ( t)]或 F( s)(称象函数), 且定义为

L[ f ( t)] =F( s)= ∫∞

0
f ( t)e-stdt (2-29)

式中, s =σ+jω。
若式(2-29)的积分收敛于一确定值, 则函数 f ( t)的拉普拉斯变换 F( s)存在, 这时

f ( t)必须满足:
1) 在任一有限区间内, f ( t)分段连续, 只有有限个间断点。
2) 当时间 t →∞ , f ( t)不超过某一指数函数, 即满足

f ( t) ≤Meat

式中, M、 a 为实常数。
在复平面上, 对于满足 Re( s) >a[Re( s)表示 s 的实部]的所有复数 s 都使式(2-29)的

积分绝对收敛, 则 Re( s) >a 为拉普拉斯变换的定义域。
例 2-7　 单位阶跃函数的拉普拉斯变换。
解 　 单位阶跃函数如图 2-11a 所示, 定义为

1( t)=
0 ( t < 0 )
1 ( t≥0){

由式(2-29)可求得 1( t)的拉普拉斯变换为
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20　　　

图 2-11　 函数曲线

a) 单位阶跃函数 　 b) 单位脉冲函数 　 c) 单位斜坡函数

L[1( t)] = ∫∞

0
1( t)e-stdt =

-e-st

s

∞

0

= 1
s

例 2-8　 单位脉冲函数的拉普拉斯变换。
解 　 单位脉冲函数如图 2-11b 所示, 定义为

δ( t)=
0　 　 ( t≠0)
∞ 　 　 ( t = 0){

∫∞

-∞
δ( t)dt = 1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

且 δ( t)有如下特性

∫∞

-∞
δ( t) f ( t)dt = f (0)

式中 　 f (0)为 t = 0 时刻的 f ( t)的函数值。
根据式(2-29)求得 δ( t)的拉普拉斯变换为

L[ δ( t)]= ∫∞

0
δ( t)e - stdt = e - st

t = 0 = 1

例 2-9　 单位斜坡函数的拉普拉斯变换。
解 　 单位斜坡函数如图 2-11c 所示, 定义为

t =
0　 　 ( t < 0 )
t　 　 ( t≥0){

由式(2-29)可求得 t 的拉普拉斯变换为

L[ t] = ∫∞

0
te-stdt = -t

e-st

s

∞

0

- ∫∞

0
- e-st

s( ) dt = ∫∞

0

e-st

s
dt = - 1

s2
e-st

∞

0

= 1
s2

例 2-10　 指数函数 eat的拉普拉斯变换。
解 　 由式(2-29)可求得 eat的拉普拉斯变换为

L[eat] = ∫∞

0
eate-stdt = ∫∞

0
e-( s-a) tdt = - 1

s-a
e-( s-a) t

∞

0

= 1
s-a

例 2-11　 正弦函数 sinωt 和余弦函数 cosωt 的拉普拉斯变换。
解 　 根据欧拉公式, 有

e jθ = cosθ+jsinθ,　 　 e-jθ = cosθ-jsinθ
则
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21　　　

sinθ =
e jθ-e-jθ

2j
,　 　 cosθ =

e jθ+e-jθ

2
于是, 可以利用例 2-10 指数函数拉普拉斯变换的结果, 求出正弦函数和余弦函数的

拉普拉斯变换为

L[ sinωt] = ∫∞

0
sinωte - stdt = ∫∞

0

e jωt - e - jωt

2j
e - stdt =

1
2j

1
s - jω

- 1
s + jω( ) = ω

s2 + ω2

L[cosωt] = ∫∞

0
cosωte - stdt = ∫∞

0

e jωt + e - jωt

2
e - stdt =

1
2

1
s - jω

+ 1
s + jω( ) = s

s2 + ω2

常用函数的拉普拉斯变换见表 2-2。

表 2-2　 常用函数的拉普拉斯变换

序号 f ( t) F( s) 序号 f ( t) F( s)

1 δ( t) 1 6 tn e-at( n = 1,2,…)
n!

( s+a) n+1

2 1( t)
1
s

7 sinωt
ω

s2 +ω2

3 t
1
s2

8 cosωt
s

s2 +ω2

4 tn( n = 1,2,…)
n!
sn+1 9 e-at sinωt

ω
( s+a) 2 +ω2

5 e-at 1
s+a

10 e-at cosωt
s+a

( s+a) 2 +ω2

2. 拉普拉斯变换的运算法则

(1) 线性定理 　 拉普拉斯变换是一个线性变换, 若有常数 k1、 k2, 函数 f1 ( t)、

f2( t), 则

L[ k1 f1( t) +k2 f2( t)] = k1L[ f1( t)] +k2L[ f2( t)] = k1F1( s) +k2F2( s) (2-30)
(2) 延迟定理 　 设 f ( t)的拉普拉斯变换为F( s), 对任一正实数 T 有

L[ f ( t-T)] = e-TsF( s) (2-31)

图 2-12　 延时函数

式中, f ( t-T)为函数 f ( t)的延时函数, 延时时间为 T, 如图

2-12 所示。
证明: 设( t-T)= τ, 则

L[ f ( t - T)] = ∫∞

0
f ( t - T)e - stdt = ∫∞

-T
f (τ)e - s( τ +T) dτ =

　 e -Ts ∫0-T f (τ)e - sτdτ + ∫∞

0
f (τ)e - sτdτé

ë
êê

ù

û
úú =

　 e -TsF( s)
(3) 位移定理 　 设 f ( t)的拉普拉斯变换为 F( s), 对任

一常数 a(实数或复数)有
L[e-at f ( t)] =F( s+a) (2-32)

证明:
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L[e-at f ( t)] = ∫∞

0
e-at f ( t)e-stdt = ∫∞

0
f ( t)e-( s+a) tdt =F( s+a)

(4) 微分定理 　 设 f ( n)( t)表示 f ( t)的 n 阶导数, n = 1, 2, …, f ( t)的拉普拉斯变换

为 F( s), 则

L[ f (1)( t)] = sF( s) - f (0) (2-33)
式中, f (0)为当 t→0 时的 f ( t)值。

证明: 由分部积分法得

∫udv = uv -∫vdu
令 e-st = u、 f ( t)= v、 dv = f (1)( t)dt, 则

L[ f (1)( t)] = ∫∞

0
f (1)( t)e-stdt = e-st f ( t)

　
　

∞

0

- ∫∞

0
f ( t)( -se-st)dt =

　 s ∫∞

0
f ( t)e-stdt- f (0)= sF( s) - f (0)

可进一步推出 f ( t)的 2 ~ n 阶导数的拉普拉斯变换为

L[ f (2)( t)] = s2F( s) -s f (0) - f (1)(0)
︙　 　 　 　 　

L[ f ( n)( t)] = snF( s) -sn-1 f (0) -sn-2 f (1)(0) -…-s f ( n-2)(0) - f ( n-1)(0) (2-34)
式中, f ( i)(0)为 f ( t)的第 i 阶导数在 t→0 时的取值, i = 1, 2, …, n。

(5) 积分定理 　 设 f ( t)的拉普拉斯变换为F( s), 则

L ∫t
0
f ( t)dté

ë
êê

ù

û
úú = F( s)

s
+ 1

s
f ( - 1)(0) (2-35)

式中, f ( -1)(0)为当 t →0 时 ∫t
0
f ( t)dt 的值。

证明: 由分部积分公式得

L ∫t
0
f ( t)dté

ë
êê

ù

û
úú = ∫∞

0
∫t
0
f ( t)dté

ë
êê

ù

û
úú e - stdt = - 1

s
e - st∫t

0
f ( t)dt

∞

0
- ∫∞

0
- 1

s
e - st( ) f ( t)dt =

1
s
F( s) +

1
s ∫t

0
f ( t)dté

ë
êê

ù

û
úú

t = 0
= 1

s
F( s) +

1
s
f ( - 1)(0)

依次可推导出

L ∫t
0
∫t
0
f ( t)(dt) 2é

ë
êê

ù

û
úú =

1
s2
F( s) +

1
s2

f ( - 1)(0) +
1
s
f ( - 2)(0)

︙

L ∫t
0
∫t
0
…∫t

0
f ( t)(dt) né

ë
êê

ù

û
úú =

1
sn
F( s) +

1
sn

f ( - 1)(0) +
1

sn - 1
f ( - 2)(0) + … + 1

s
f ( -n)(0)

(2-36)
式中, f ( -i)(0)为 f ( t)的第 i 重积分在 t→0 时的取值, i = 1, 2, …, n。

(6) 初值定理 　 若 f ( t)及其一阶导数均可拉普拉斯变换, 则 f ( t)的初值为

f (0)= lim
t→0

f ( t)= lim
s→∞

sF( s) (2-37)
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证明: 由微分定理得

∫∞

0
f (1)( t)e - stdt = sF( s) - f (0)

令 s→∞ , 对上式两边取极限

lim
s→∞ ∫∞

0
f (1)( t)e - stdté

ë
êê

ù

û
úú = lim

s→∞
[ sF( s) - f (0)]

当 s→∞ 时, e-st→0, 则

lim
s→∞

[ sF( s) - f (0)] = 0

即

f (0)= lim
t→0

f ( t)= lim
s→∞

sF( s)

(7) 终值定理 　 若 f ( t)及其一阶导数均可拉普拉斯变换, 则 f ( t)的终值为

lim
t→∞

f ( t)= lim
s→0

sF( s) (2-38)

证明: 由微分定理得

∫∞

0
f (1)( t)e - stdt = sF( s) - f (0)

令 s→0, 对上式两边取极限

lim
s→0 ∫

∞

0
f (1)( t)e - stdté

ë
êê

ù

û
úú = lim

s→0
[ sF( s) - f (0)]

上式左边

lim
s→0 ∫

∞

0
f (1)( t)e - stdté

ë
êê

ù

û
úú = ∫∞

0
f (1)( t) lim

s→0
e - stdt = lim

t→∞∫
t

0
f (1)( t)dt =

lim
t→∞∫

t

0
d[ f ( t)] = lim

t→∞
[ f ( t) - f (0)]

与前式右边比较, 消去 f (0)可得

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 lim
t→∞

f ( t)= lim
s→0

sF( s)

要注意终值定理的使用条件, 即 sF( s)的全部极点除了坐标原点外应全部在左半 s 平

面上(不包括虚轴)。

2. 2. 2　 拉普拉斯反变换及其计算方法

1. 拉普拉斯反变换的定义

已知时间函数 f ( t)对应的象函数 F( s), 利用拉普拉斯反变换( Inverse Laplace Trans-
form)求 f ( t), 记作 L-1[F( s)] = f ( t), 定义为

L - 1[F( s)] = f ( t) = 1
2 πj ∫

r + j∞

r - j∞
F( s)e stds (2-39)

式中, r 为大于 F( s)的所有奇异点实部的实常数(所谓奇异点, 即 F( s)在该点不解析, 也

就是 F( s)在该点及其邻域不处处可导)。
2. 拉普拉斯反变换的计算方法

在工程应用中, 对于简单的 F( s), 可直接利用表 2-2 查出相应的 f ( t)。 对于复杂的
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F( s), 不能直接查表时, 通常用下面介绍的部分分式法, 先将一个复杂的象函数 F( s)变

成数个简单的标准形式象函数之和, 然后再通过查表, 分别查出各个标准形式象函数对

应的原函数, 其和即为所求。
F( s)通常可表达为复数 s 的有理分式, 即

F( s)=
bm sm +bm-1 sm

-1 +…+b1 s1 +b0

an sn +an-1 sn
-1 +…+a1 s1 +a0

=N( s)
D( s)

　 (n≥m) (2-40)

式(2-40)的分母多项式等于零的方程为特征方程, 即 D( s)= an sn +an-1 sn
-1+…+a1 s1+a0 = 0。 其

根 s i( i = 1, 2, …, n)(实根或复根)又称为该有理分式 F( s)的极点, 所以对 F( s)的分母

进行因式分解, 有

F( s)=

N( s)
an

sn +
an-1

an
sn-1 +…+

a1

an
s+

a0

an

=

N( s)
an

( s-s1)( s-s2)…( s-sn)
(2-41)

用部分分式法将式(2-41)整理成简单分式之和的形式, 并分三种情况进行讨论。
(1) D( s)= 0 无重根的情况 　 将式(2-41)化为部分分式形式, 则有

F( s) =
k1

s - s1
+

k2

s - s2
+ … +

kn
s - sn

= ∑
n

i = 1
k i

1
s - s i

(2-42)

式中, k i为极点 s = s i处的留数, i = 1, 2, …, n。
求解该情况下的 F( s)对应的原函数 f ( t), 具体步骤如下:
1) 求解留数 k i。 采用求取极点处留数的方法求解, 将式(2-42)两边都乘以( s- s i ),

并将 s = s i代入式(2-42)中, 得
N( s)
an

( s-s1)( s-s2)…( s-s i)…( s-sn)
( s-s i)

s = s i

　
　
= k i (2-43)

2) 求解原函数 f ( t)。 由表 2-2 可知

L-1 1
s-s i

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
= e s it

从而得 F( s)的原函数为

f ( t) = L - 1[F( s)] = ∑
n

i = 1
k i

1
s - s i

= ∑
n

i = 1
k ie s it (2-44)

例 2-12　 求 F( s)=
s+1

s2 +5s+6
的拉普拉斯反变换。

解 　 将 F( s)转化为部分分式, 则有

F( s)=
s+1

s2 +5s+6
= s+1
( s+2)( s+3)

=
k1

s+2
+

k2

s+3

用式(2-43)求留数 k1、 k2, 即

k1 =
s+1

( s+2)( s+3)
( s+2)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

s = -2
= -1
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k2 =
s+1

( s+2)( s+3)
( s+3)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

s = -3
= 2

根据式(2-44)求得 F( s)的原函数为

f ( t)= L-1[F( s)] = L-1 -1
s+2

+ 2
s+3

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
= 2e-3t-e-2t

(2) D( s)= 0 的根中有共轭复根的情况 　 假设 D( s)= 0 有一对共轭复根, 则式(2-41)
可写成

F( s)=
k11 s+k12

( s-σ-jω)( s-σ+jω)
+

k1

s-s1
+

k2

s-s2
+…+

kn-2
s-sn-2

(2-45)

求解该情况下 F( s)对应的原函数 f ( t), 具体步骤如下:
1) 求解留数 k i。 式(2-45)中的 k1、 k2、 …、 kn-2等留数仍按上述无重根的方法求得,

留数 k11和 k12可由如下方法求得:
式(2-45)两边分别乘以( s-σ-jω)( s-σ+jω), 同时令 s =σ+jω(或令 s =σ-jω), 得

k11 s+k12 s =σ+jω =F( s)( s-σ-jω)( s-σ+jω) s =σ+jω (2-46)

分别令式(2-46)两边的实部和虚部对应相等, 即可求得 k11和 k12。

2) 求解原函数 f ( t)。 针对 F( s)中
k1

s-s1
+

k2

s-s2
+ … +

kn-2
s-sn-2

对应的原函数, 仍按上述

无重根的方法求解; 针对
k11 s+k12

( s-σ-jω)( s-σ+jω)
, 通过配方, 转化成正弦、 余弦的象函数形

式, 最后查表 2-2 并求和, 得该部分对应的原函数。
将上述两部分对应的原函数求和, 即得 F( s)对应的原函数 f ( t)。

例 2-13　 求象函数 F( s)=
1

s( s2 +s+1)
的原函数。

解 　 下面用两种方法求解。
方法一: 将 F( s)转化为部分分式, 则有

F( s)=
1

s( s2 +s+1)
=

k11 s+k12

s2 +s+1
+

k1

s
(2-47)

对上式分母的 s2 +s+1 因式分解, 得

s2 +s+1 = s+
1
2
+j

3
2( ) s + 1

2
- j

3
2( )

将式(2-44)的两边都乘以( s2 +s+1), 并令 s = - 1
2

- j
3
2
, 得

1

- 1
2
-j

3
2

= k11 - 1
2

- j
3
2( ) +k12

可简化为
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- 1
2
+j

3
2

= k11 - 1
2

- j
3
2( ) +k12 = - 1

2
k11+k12( ) -j

3
2
k11

令上式两边的实部和虚部分别相等, 得

- 1
2
k11+k12 = - 1

2

- 3
2
k11 =

3
2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

解得

k11 = -1,　 k12 = -1
为确定留数 k1, 式(2-47)两边都乘以 s, 并令 s = 0, 得

k1 =
s

s( s2 +s+1)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

s = 0
= 1

可求得 F( s)的部分分式为

F( s)=
1
s

- s+1
s2 +s+1

= 1
s

-
s+

1
2

s+
1
2( )

2
+ 3

2( )
2
-

3
3

× 3
2

s+
1
2( )

2
+ 3

2( )
2

则 F( s)的拉普拉斯反变换为

f ( t)= L-1[F( s)] = 1-e-0. 5tcos
3
2
t - 3

3
e-0. 5t sin

3
2
t

方法二: 将 F( s)转化为部分分式, 则有

F( s)=
1

s( s2 +s+1)
=
k11 s+k12

s2 +s+1
+

k1

s

对上式右边进行通分, 得

F( s)=
1

s( s2 +s+1)
=
( k1 +k11) s2 +( k1 +k12) s+k1

s( s2 +s+1)

等式左右两边对应相等, 即

1 = ( k1 +k11) s2 +( k1 +k12) s+k1

对应项系数相等, 得

k1 +k11 = 0

k1 +k12 = 0

k1 = 1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解得

k1 = 1,　 k11 = -1,　 k12 = -1
可求得 F( s)的部分分式为
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F( s)=
1
s

- s+1
s2 +s+1

= 1
s

-
s+

1
2

s+
1
2( )

2
+ 3

2( )
2
-

3
3

× 3
2

s+
1
2( )

2
+ 3

2( )
2

则 F( s)的拉普拉斯反变换为

f ( t)= L-1[F( s)] = 1- e-0. 5tcos
3
2
t - 3

3
e-0. 5t sin

3
2
t

由此可知, 上述两种解法结果相同。 如果将上式进行整理, 可得

f ( t)= 1-
e-0. 5t

3
2

3
2
cos

3
2
t + 1

2
sin

3
2
t( ) = 1-

e-0. 5t

3
2

sin 3
2
t + π

3( ) (2-48)

分析式(2-48)(即用拉普拉斯反变换方法求得的 f ( t)), 可以发现: ①含有常数项 1;

②含有指数函数和正弦函数。 指数函数的指数-0. 5、 正弦函数的频率
3
2

、 正弦函数的相

角
π
3
之间是否有什么关系? f ( t)这种形式涉及第 3 章的欠阻尼二阶系统情况的单位阶跃

响应。
(3) D( s)= 0 有重根的情况 　 设 D( s)= 0 有 ρ 重根 s1, 则

F( s)=
k11

( s-s1) ρ
+

k12

( s-s1) ρ-1
+…+

k1( ρ-1)

( s-s1) 2
+

k1ρ

s-s1
+

k2

s-s2
+…+

kn-ρ+1
s-sn-ρ+1

(2-49)

求解该情况下的 F( s)对应的原函数 f ( t), 具体步骤如下:
1) 求解留数 k i。 式(2-49)中的 k2、 k3、 …、 kn-ρ+1 等留数仍按上述无重根的方法求

得。 而留数 k11、 k12、 …, k1ρ可按下述方法求得

k11 =F( s)( s-s1) ρ
s = s1

k12 =
d
ds

[F( s)( s-s1) ρ]
s = s1

k13 =
1
2!

d2

ds2
[F( s)( s-s1) ρ]

s = s1

︙ (2-50)

k1ρ =
1

( ρ-1)!
d( ρ-1)

ds( ρ-1)
[F( s)( s-s1) ρ]

s = s1

2) 求解原函数 f ( t)。 针对 F( s)中
k1ρ

s-s1
+

k2

s-s2
+…+

kn-ρ+1
s-sn-ρ+1

对应的原函数, 仍按上述
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无重根的方法求解; 针对
k11

( s-s1) ρ
+

k12

( s-s1) ρ-1
+…+

k1( ρ-1)

( s-s1) 2, 将各分式整理成
n!

( s+a) n+1 的形

式并求和, 即得该部分对应的原函数。
将上述两部分对应的原函数求和, 即得 F( s)对应的原函数 f ( t)。

例 2-14　 求 F( s)=
1

s( s+2) 3( s+3)
的拉普拉斯反变换。

解

F( s)=
k11

( s+2) 3
+

k12

( s+2) 2
+

k13

s+2
+

k2

s
+

k3

s+3
根据式(2-50)和式(2-43)求得

k11 =F( s)( s+2) 3
s = -2 =

1
s( s+3) s = -2

= - 1
2

k12 =
d
ds

[F( s)( s+2) 3]
s = -2

= d
ds

1
s( s+3)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

s = -2
=
-(2s+3)
s2( s+3) 2

s = -2
= 1

4

k13 =
1
2!

d2

ds2
[F( s)( s+2) 3]

s = -2
=

1
2

d2

ds2
1

s( s+3)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

s = -2
= - 3

8

k2 =F( s) s s = 0 =
1

( s+2) 3( s+3) s = 0
= 1
24

k3 =F( s)( s+3) s = -3 =
1

s( s+2) 3
s = -3

= 1
3

可求得 F( s)的部分分式为

F( s)= -

1
2

( s+2) 3
+

1
4

( s+2) 2
-

3
8

s+2
+

1
24
s

+

1
3

s+3
分别查表, 可求得 F( s)的拉普拉斯反变换为

f ( t)= L-1[F( s)] = - 1
4
t2 e-2t+ 1

4
te-2t- 3

8
e-2t+ 1

24
+ 1

3
e-3t =

　
1
4

-t2 +t - 3
2( ) e-2t+ 1

3
e-3t+ 1

24
3. 用拉普拉斯反变换求解系统输出

由 2. 1 节可知, 控制系统的微分方程一般为常微分方程, 即

an
dn c( t)
dtn

+an-1
dn-1 c( t)
dtn-1

+…+a1
dc( t)
dt

+a0 c( t)= bm
dm r( t)
dtm

+bm-1
dm-1 r( t)
dtm-1

+…+b1
dr( t)
dt

+b0 r( t)

而微分方程的解(即系统输出 c( t))是我们所关注的, 下面结合实例说明。
例 2-15　 系统的微分方程为c( t)+5c( t)+6c( t)= 6r( t)+6r( t), 其中, c(0)= 0、 c(0)=

0、 r( t)= 1( t)、 t≥0, 试求解系统的输出 c( t)。
解 　 下面用两种方法求解。
方法一: 采用高等数学中解常系数非齐次线性微分方程的方法求解。
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上述方程是二阶常系数非齐次线性微分方程, 且因为 r( t)= 1( t), 所以方程右侧

6r( t) +6r( t)= 6
方程的通解为

c( t)= c t( t) +css( t)
式中, c t( t)为方程对应的齐次方程通解; css( t)为方程对应的特解。

与方程对应的齐次方程为

c( t) +5c( t) +6c( t)= 0 (2-51)
式(2-51)对应的特征方程为

s2 +5s+6 = 0 (2-52)
式(2-52)有两个实根, 分别为 s1 = -2、 s2 = -3, 所以式(2-51)的通解为

c t( t)= ae-2t+be-3t

由于 s = 0 不是式(2-52)的根, 所以应设特解为

css( t)= b0

式中, b0 为常数。
把特解代入方程, 得

6b0 = 6
由此得 b0 = 1, 所以求得一个特解为

css( t)= 1
所以方程的通解 c( t)为

c( t)= ae-2t+be-3t+1
由于c(0)= 0、 c(0)= 0, 所以

a+b+1 = 0
-2a-3b = 0{

解得 a = -3、 b = -2, 所以

c( t)= 1-3e-2t+2e-3t

方法二: 采用拉普拉斯反变换的方法求解。
将方程两边进行拉普拉斯变换, 得

s2C( s) -sc(0) -c(0) +5[ sC( s) -c(0)] +6C( s)= 6[ sR( s) -r(0)] +6R( s)

将c(0)= 0、 c(0)= 0、 r(0)= 1、 R( s)=
1
s
代入并整理, 得

C( s)=
6

s( s+2)( s+3)
=
k1

s
+

k2

s+2
+

k3

s+3
根据式(2-50)和式(2-43)求得

k1 =
6

s( s+2)( s+3)
s

s = 0
= 1

k2 =
6

s( s+2)( s+3)
( s+2)

s = -2
= -3
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k2 =
6

s( s+2)( s+3)
( s+3)

s = -3
= 2

可求得 F( s)的部分分式为

C( s)=
1
s

- 3
s+2

+ 2
s+3

对上式进行拉普拉斯反变换, 得

c( t)= 1-3e-2t+2e-3t

显然, 采用拉普拉斯反变换的方法求解系统输出更为简单、 快捷。 用拉普拉斯反变

换求解系统输出 c( t)的步骤如下:
1)考虑初始条件, 对常微分方程进行拉普拉斯变换, 将其转换为代数方程。
2) 求出 C( s)的极点和极点对应的留数 k i, 然后对部分分式分别进行拉普拉斯反变

换, 并将各部分对应的原函数求和, 从而求出常微分方程的解, 即系统的输出 c( t)。
系统的输出(或称输出响应) c( t)是时间的函数, 故又称作时间响应。 时间响应将在

第 3 章介绍。

2. 3 传递函数及基本环节的传递函数

　 　 由 2. 1 节可知, 求解描述系统的微分方程可得其运动规律, 但计算复杂。 因而, 在经

典控制理论中, 常采用传递函数作为数学模型来描述系统。 利用 2. 2 节所阐述的拉普拉斯

变换方法, 可将系统的微分方程转化为代数方程, 进而可以得到系统的传递函数。 传递

函数不仅可以表征系统的动态性能, 还可以用来研究系统的结构、 参数变化对系统性能

的影响。

2. 3. 1　 传递函数

1. 传递函数的概念

线性定常系统的传递函数( Transfer Function)定义为当初始条件为零时, 输出的拉普

拉斯变换与输入的拉普拉斯变换之比。
设线性定常系统输入为 r( t)、 输出为 c( t), 则描述系统的常微分方程的一般形式为

an
dn c( t)
dtn

+an-1
dn-1 c( t)
dtn-1

+…+a1
dc( t)
dt

+a0 c( t)=

bm
dm r( t)
dtm

+bm-1
dm-1 r( t)
dtm-1

+…+b1
dr( t)
dt

+b0 r( t) (2-53)

式中, n≥m; an、 bm均为实数。
当初始条件为零时, 对式(2-53)两边进行拉普拉斯变换, 得

an snC( s) +an-1 sn
-1C( s) +…+a1 sC( s) +a0C( s)=

bm smR( s) +bm-1 sm
-1R( s) +…+b1 sR( s) +b0R( s) (2-54)
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根据传递函数的定义, 系统的传递函数 G( s)为

G( s)=
C( s)
R( s)

=
bm sm +bm-1 sm

-1 +…+b0

an sn +an-1 sn
-1 +…+a0

=N( s)
D( s)

(2-55)

由上述分析可知, 传递函数具有以下特点:
1) 传递函数是一种用系统参数表示输出与输入之间关系的表达式, 它只取决于系统

或元件的结构和参数, 而与输入无关。
2) 传递函数不能表征所描述系统的具体物理构成, 不同的物理系统, 只要它们动态

特性相同, 就可以用同一传递函数来描述。
3) 传递函数是代数方程, 便于求解和分析。
传递函数分母多项式中 s 的最高幂数代表了系统的阶次, 如 s 的最高幂数为 n, 则该

系统为 n 阶系统。
2. 传递函数的零点(Zero)、 极点(Pole)和放大系数

(1) 零点 z j 　 传递函数 G( s)的分子对应代数方程的根被称为系统的零点, 即

N( s) s = z j( j = 1,2,…,m) = 0 (2-56)
(2) 极点 p i 　 传递函数 G( s)的分母对应代数方程的根被称为系统的极点, 即

D( s) s = p i( i = 1,2,…,n) = 0 (2-57)
这些零点和极点中当然可以有重零点和重极点。 零点和极点是控制理论中重要的概

念, 它们在控制系统的分析与设计中有着重要的作用。
(3) 放大系数 K(又称放大倍数、 开环增益)
将式(2-55)所示的传递函数整理成时间常数, 其形式为

G( s)= K
(τ1 s+1)(τ2 s+1)…(τm s+1)
(T1 s+1)(T2 s+1)…(Tn s+1)

=
K∏

m

j = 1
(τ j s + 1)

∏
n

i = 1
(T i s + 1)

(2-58)

式(2-58)中的常数 K 即为该传递函数的放大系数。 稳定系统在同一输入的条件下, 放大

系数 K 决定着系统的稳态输出值。
例如, 某系统的传递函数为

G( s)=
2s+8

s3 +5s2 +6s
根据式(2-56)求得该传递函数的零点 z1 = -4, 根据式(2-57)求得该传递函数的极点

p1 = 0、 p2 = -2、 p3 = -3。
将该传递函数整理成如式(2-57)的时间常数形式, 即

G( s)=

4
3

s
4
+1( )

s
s
2
+1( ) s

3
+1( )

可得该传递函数的放大系数 K = 4
3
。

   
   
   
   
  机
械
工
业
出
版
社
© 

 
   
   
 机
械
工
业
出
版
社
© 

 
机
械
工
业
出
版
社
©



32　　　

由上述分析可知, 传递函数可由零点、 极点和放大系数确定。

2. 3. 2　 基本环节的传递函数

一个系统可看作由一些基本环节(又称典型环节)组成。 环节可以是一个元件, 也可

以是一个元件的一部分或由几个元件组成。 掌握基本环节有助于对复杂系统进行分析和

研究。
1. 比例环节(又称放大环节)
输出与输入成正比, 输出不失真、 不延迟且按比例地反映输入的环节称为比例环

节, 即

c( t)= Kr( t)
对上式进行拉普拉斯变换, 求得比例环节的传递函数为

G( s)=
C( s)
R( s)

= K (2-59)

式中, K 为放大系数。
如一个理想的电子放大器的放大系数或增益、 齿轮传动的传动比均为比例环节。
2. 积分环节

输出正比于输入的积分的环节称为积分环节, 即

c( t) = 1
T ∫r( t)dt

对上式进行拉普拉斯变换, 求得积分环节的传递函数为

G( s)=
C( s)
R( s)

= 1
Ts

(2-60)

图 2-13　 液压缸活塞运动过程

式中, T 为时间常数。
图 2-13 所示为液压缸活塞运动过程, 其中,

q( t)为液压缸的输入流量, A 为液压缸活塞有效

面积, x( t) 为活塞位移。 列出该系统的微分方

程, 进而通过拉普拉斯变换求得活塞位移 x( t)
对输入流量 q( t)的传递函数。

系统的微分方程为

A
dx( t)

dt
= q( t)

通过拉普拉斯变换求得的传递函数为

G( s)=
X( s)
Q( s)

= 1
As

该系统的积分时间常数 T = A。
3. 微分环节

输出正比于输入的微分的环节称为微分环节, 即
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图 2-14　 封闭容腔压力变化

c( t)= τr( t)
其传递函数为

G( s)=
C( s)
R( s)

= τs (2-61)

式中, τ 为微分环节的时间常数。
图 2-14 所示为某一体积为 V 的容腔, 装有压

力为 p( t)的可压缩液压油。 假设液压油的体积模

量 βe为常数, 列出该系统的微分方程, 进而通过

拉普拉斯变换, 得到以流量 q( t)为输出、 以压力 p( t)为输入的传递函数。
系统微分方程为

q( t)=
V
βe

dp( t)
dt

通过拉普拉斯变换求得的传递函数为

G( s)=
Q( s)
P( s)

= V
βe

s

该微分环节的时间常数 τ =
V
βe

。

4. 惯性环节

在这类环节中, 因含有储能元件, 故对突变形式的输入信号不能立即输送出去。 其

微分方程为

Tc( t) +c( t)= Kr( t)

图 2-15　 RC 电路

对上式进行拉普拉斯变换, 求得惯性环节的传递函数为

G( s)=
C( s)
R( s)

= K
Ts+1

(2-62)

如图 2-15 所 示 的 RC 电 路, u i ( t) 为 输 入 电 压,
uo( t)为输出电压, i( t)为电流, R 为电阻, C 为电容。
列出该电路的微分方程, 进而通过拉普拉斯变换求得输

出对输入的传递函数。
电路的微分方程为

i( t)= Cuo( t)

u i( t)= Ri( t) +uo( t)
{ (2-63)

对上式进行拉普拉斯变换, 得

I( s)= CsUo( s)

U i( s)= RI( s) +Uo( s)
{

整理得电路的传递函数为

G( s)=
Uo( s)
U i( s)

= 1
RCs+1
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该惯性环节的时间常数 T =RC。
事实上, 欧姆定律、 基尔霍夫定律等除有前述时域形式公式外, 还有复域形式公式,

如∑I( s)= 0、 ∑U( s)= 0。 时域形式公式中的 R、 L、 C 在复域形式公式中分别为 R、 Ls、
1
Cs

, 因此图 2-15 所示 RC 电路的传递函数为

Uo( s)
U i( s)

=

1
Cs

I( s)

R+ 1
Cs( ) I( s)

=

1
Cs

R+ 1
Cs

= 1
RCs+1

5. 一阶微分环节

描述该环节的微分方程为

c( t)= τr( t) +r( t)
传递函数为

G( s)=
C( s)
R( s)

= τs+1 (2-64)

6. 振荡环节

振荡环节含有两种独立储能元件, 储能元件之间存在能量交换, 因而产生振荡; 且

振荡环节的独立储能元件数目为 2, 因而为二阶系统。 其微分方程为

T2 c( t) +2ζTc( t) + c( t)= Kr( t) 　 (0≤ζ<1)
对上式进行拉普拉斯变换, 求得振荡环节的传递函数为

G( s) = C( s)
R( s)

= K
T2 s2 +2ζTs+1

　 (0≤ζ<1) (2-65)

式中, ζ 为阻尼比。
如图 2-16a 所示的二阶系统, 其微分方程为

m x( t) + f x( t) + kx( t)= F( t)
对上式进行拉普拉斯变换, 得

ms2X( s) + f sX( s) + kX( s)= F( s)
整理得其传递函数为

G( s)=
X( s)
F( s)

= 1
ms2 + f s+k

= 1
k

1
m
k
s2 +

f
k
s+1

= 1
k

1
T2 s2 +2ζTs+1

该振荡环节的时间常数 T = m
k

, 阻尼比 ζ =
f

2 mk
。

如图 2-16b 所示的二阶系统, 其传递函数为

G( s)=
Uo( s)
U i( s)

=

1
Cs

I( s)

Ls+R+ 1
Cs( ) I( s)

=

1
Cs

Ls+R+ 1
Cs

= 1
Ls2 +RCs+1

= 1
T2 s2 +2ζTs+1
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该振荡环节的时间常数 T = L , 阻尼比 ζ =
RC

2 L
。

当上述两例中的阻尼比 ζ 满足 0≤ζ<1 时, 该二阶系统即为振荡环节。

图 2-16　 二阶系统

7. 二阶微分环节

描述该环节的微分方程为

c( t)= τ2 r( t) +2ζτr( t) +r( t)

传递函数为

G( s)=
C( s)
R( s)

= τ2 s2 +2ζτs+1　 (0≤ζ<1) (2-66)

8. 延时环节

该环节的输出滞后输入时间 τ 后不失真地复现输入, 如图 2-12 所示, 其微分方程为

c( t)= r( t-τ)
传递函数为

G( s)=
C( s)
R( s)

= e-τs (2-67)

综上可见, 积分环节与微分环节、 惯性环节与一阶微分环节、 振荡环节与二阶微分

环节, 其传递函数在形式上是对称的。

2. 4 框图及其简化

　 　 在控制工程中, 人们习惯于用框图来分析和研究控制系统。 框图(Block Diagram)具

体而形象地表示了系统内部各环节的数学模型、 各变量之间的相互关系以及信号流向。
根据系统框图, 并通过一定的框图简化(等效变换或梅逊公式)可求得系统传递函数。

2. 4. 1　 框图组成及连接方式

通常, 闭环控制系统的框图如图 2-17 所示。 下面对框图的构成要素以及连接方式进
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行介绍与分析。

图 2-17　 闭环控制系统的框图

1. 框图的构成要素

(1) 框图单元 　 框图单元是元件或环节传递函数的图解表示。 指向框图单元的箭头

表示输入, 从框图单元出来的箭头表示输出, 箭头上标明了相应的信号。 其中 G1( s) ~
G5( s)和 H( s)表示相应输入输出之间环节的传递函数。

(2) 引出点 　 引出点表示信号引出和测量的位置。 同一位置引出的几个信号, 在大

小和性质上完全一样。
(3) 比较点 　 比较点(或称汇合点、 相加点)是两个或两个以上信号代数求和运算的

图解表示。 在比较点处, 输出信号(离开比较点的信号)等于各输入信号(指向比较点的信

号)的代数和。 箭头上的“ +”或“ -”表示该输入信号在代数运算中的符号, 在比较点处加

减的信号必须是同种变量, 运算时的量纲也要相同。 本书中框图省略“ +”, 只在信号相减

的地方保留“ -”。
2. 系统连接方式及运算法则

系统各环节之间有三种基本连接方式: 串联连接、 并联连接和反馈连接。 框图的运

算法则是求取框图不同连接方式下等效传递函数的方法。
(1) 串联连接 　 各环节一个个顺序连接称为串联, 即前一个环节的输出是后一个环

节的输入。 针对图 2-17 中的串联连接, G3( s)、 G4( s)、 G5( s)为各个环节的传递函数, 总

的传递函数为

C( s)
X( s)

= C( s)
Y( s)

Y( s)
X3( s)

X3( s)
X( s)

= G5( s)G4( s)G3( s) (2-68)

因此, 图 2-17 中串联连接的部分(见图 2-18a)可等效变换为图 2-18b。

图 2-18　 串联连接等效变换
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式(2-68)说明, 由环节串联所构成的系统, 当无负载效应影响时, 它的总传递函数

等于各环节传递函数的乘积。 当系统由 n 个环节(G i( s)( i = 1,2,…,n))串联而成时, 总传

递函数为

G( s)= G1( s)G2( s)…Gn( s)=∏
n

i = 1
G i( s) (2-69)

(2) 并联连接 　 凡有几个环节的输入相同, 输出进行代数求和运算的连接形式称为

并联。 针对图 2-17 中的并联连接, 共同的输入为 E( s), 总输出为

X( s)= X1( s) +X2( s)
所以总的传递函数为

X( s)
E( s)

=
X1( s) +X2( s)

E( s)
= G2( s) +G1( s)

因此, 图 2-17 中的并联连接部分(见图 2-19a)可等效变换为图 2-19b。

图 2-19　 并联连接等效变换

这说明环节并联所构成的总传递函数, 等于各环节传递函数的代数和。 推广到 n 个

环节(G i( s)( i = 1,2,…,n))并联, 其总的传递函数等于各并联环节传递函数的代数和, 即

G( s)= G1( s) +G2( s) +…+Gn( s)=∑
n

i = 1
G i( s) (2-70)

(3) 反馈连接 　 所谓反馈, 是将系统或某一环节的输出, 全部或部分地通过反馈回

路回输到输入端, 又重新输入到系统中去。 反馈与输入相加的称为“正反馈”, 与输入相

减的称为“负反馈”。 由此可见, 反馈连接也是闭环系统传递函数框图的最基本形式。
针对如图 2-17 所示的反馈连接, 就其相应的传递函数进行分析与说明。
令该回路从输入 R( s)到输出 C( s)信号传递路径的传递函数为 G( s), 由式(2-69)和

式(2-70), 可知

G( s)= [G1( s) +G2( s)]G3( s)G4( s)G5( s) (2-71)
式(2-71)称为前向通道传递函数(从输入至输出信号传递路径上所有传递函数的等效传递

函数)。
因此, 将图 2-17 简化为图 2-20a。
该回路的输出 C( s)通过反馈传递函数 H( s)变为反馈信号 B( s), 即

B( s)= C( s)H( s) (2-72)
由式(2-72)得
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图 2-20　 反馈连接等效变换

H( s)=
B( s)
C( s)

(2-73)

式(2-73)称为反馈通道传递函数(反馈信号 B( s)与输出信号 C( s)之比)。
对于反馈控制回路, 反馈 B( s)与输入信号 R( s)进行比较后得到偏差信号 E( s), 即

E( s)= R( s) -B( s) (2-74)

将式(2-72)代入式(2-74), 得

E( s)= R( s) -C( s)H( s) (2-75)

C( s)= E( s)G( s) (2-76)

由式(2-75)和式(2-76)消去 C( s)得

E( s)
R( s)

= 1
1+G( s)H( s)

(2-77)

式(2-77)称为误差传递函数(偏差信号与输入信号之比)。
由式(2-75)和式(2-76)消去 E( s)得

C( s)
R( s)

= G( s)
1+G( s)H( s)

(2-78)

式(2-78)称为闭环传递函数(输出信号与输入信号之比)。 因此, 图 2-17 可等效变换为图

2-20b。
若反馈与输入为正反馈连接, 则通过分析可得闭环传递函数为

C( s)
R( s)

= G( s)
1-G( s)H( s)

(2-79)

所以, 单回路系统的闭环传递函数可表示为

C( s)
R( s)

= 前向通道传递函数

1-回路传递函数
(2-80)

所谓回路(或称回环), 是指信号沿框图中箭头方向、 从某点出发再返回该点(即起点

和终点在同一点)且通过任一点的次数不多于 1 次时所构成的闭合通路。
单回路系统闭环传递函数分母因子式中含有 G( s)H( s),即

G( s)H( s)=
B( s)
E( s)

(2-81)
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式(2-81)称为开环传递函数(反馈信号与偏差信号之比)。 开环传递函数很常用, 它与开

环控制系统的传递函数不是一个含义。 后续各章通常用 G( s)H( s)表示开环传递函数, 且

均涉及用开环传递函数来研究闭环控制系统。

2. 4. 2　 框图等效变换

在对系统进行分析时, 常常需要对框图做一定的等效变换, 特别是存在多回路和多

输入的情况下, 更需要对框图进行简化, 以便求出总的传递函数, 这有利于分析各输入

信号对系统性能的影响。 在用等效变换对框图进行简化时, 应遵守的基本原则是变换前

和变换后某一封闭域内输入输出的数学关系不变, 即变换前与变换后前向通道中传递函

数的乘积必须保持不变; 对于反馈控制系统框图, 变换前与变换后回路中传递函数的乘

积必须保持不变。 框图等效变换的基本原则图解如图 2-21 所示, 封闭域的输入为 A, 输

出为 B、 C, 变换前和变换后始终满足 B = AG1G2、C = AG1。 为简便起见, 后文将省略传递

函数中的“( s)”, 例如, G( s)简写为 G。

图 2-21　 框图等效变换的基本原则图解

表 2-3 列出了框图等效变换法则。

表 2-3　 框图等效变换法则

类 　 　 型 等 　 效 　 变 　 换

框图单元

连接方式

串联

并联

反馈
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(续)

类 　 　 型 等 　 效 　 变 　 换

同一类型相邻
(可互换
位置)

框图单元

引出点

比较点

不同类型相邻

框图单元
与

引出点

框图单元
与

比较点

引出点
与

比较点

例 2-16　 图 2-22a 为某系统的框图, 试求出系统传递函数
C( s)
R( s)

, 其中, G1 ~ G7 为信

号在传递和变换过程中的相应传递函数。

图 2-22　 框图简化实例
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解 　 根据表 2-3 所示的框图等效变换法则, 本例题可采用框图单元与引出点互换位置

的等效变换方法, 如将引出点 A右移到框图单元 G4 之后; 也可采用框图单元与比较点互

换位置的等效变换方法, 如将第二个比较点右移到 G2 之后。 其中, 前者变换过程简单,
本例题即采用这种方法。

将引出点 A右移到框图单元 G4 之后, 得图 2-22b。

图 2-22　 框图简化实例(续 1)

消去回路②, 得图 2-22c。

图 2-22　 框图简化实例(续 2)

消去回路①, 得图 2-22d。

图 2-22　 框图简化实例(续 3)
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最后消去回路③, 得图 2-22e。

图 2-22　 框图简化实例(续 4)

所以

C( s)
R( s)

=
G1G2G3G4

1+G2G3G5 +G3G4G6 +G1G2G3G4G7
(2-82)

分析式(2-82)可以发现: ①分子传递函数为 G1G2G3G4; ②分母为 1+G2G3G5 +G3G4G6 +
G1G2G3G4G7, 含数字 1 和传递函数 G2G3G5、 G3G4G6 及 G1G2G3G4G7。 再与图 2-22a 进行

对比分析, 是否有规律可循? 这种规律涉及下面的梅逊公式。

2. 4. 3　 梅逊公式

利用等效变换进行框图简化的方法, 其求解思路较简单清晰, 但求解过程较繁琐,
涉及较多的等效变换绘图与运算。 通过对例 2-16 框图等效变换的结果进行分析, 似有快

捷求解框图简化结果的方法, 这就是产生于按克莱姆法则求解线性方程组的巧妙方

法———梅逊(Mason)公式。 下面介绍利用梅逊公式进行框图简化的方法。
1. 梅逊公式

从框图任一输入到框图任一点的传递函数, 可用如下梅逊公式求解

T( s) =
∑
N

k = 1
P kDk

D( s)
=

∑
N

k = 1
P kDk

1 -∑L1 +∑L2 -∑L3 + … + ( - 1) M∑LM

(2-83)

式中, T( s)为从框图任一输入至框图任一点的传递函数, 输入可以是给定输入R( s), 也

可以是其他输入 (如外部扰动输入), 例如对于图 2-22a 所示框图, T ( s) 可以是
C( s)
R( s)

、

E( s)
R( s)

或
B( s)
R( s)

; D( s)为框图的特征式, D( s)= 1-∑L1 +∑L2 -∑L3 +…+( -1) M ∑LM , 同一

个框图, 从框图任一输入到框图任一点的传递函数, 其特征式相同, 例如对于图 2-22a 所

示框图,
C( s)
R( s)

、
E( s)
R( s)

、
B( s)
R( s)

的特征式是相同的; ∑L1为所有回路的传递函数之和; ∑L2

为任何两个互不接触的回路传递函数乘积之和; ∑L3为任何三个互不接触的回路传递函数

乘积之和; ∑LM为任何 M 个互不接触的回路传递函数乘积之和; P k为第 k 条前向通道传

递函数; Dk为与 P k对应的特征式 D( s)的余因子, 即框图的特征式 D( s)中, 与 P k接触的

回路传递函数取零值, 余下的 D( s)即为 Dk。
2. 用梅逊公式进行框图简化

特征式 D( s)的求解与 P k、 Dk无关, 余因子 Dk的求解与 D( s)、 P k有关, 且 P k和 Dk

成对出现, 因此, 梅逊公式的求解顺序为先求 D( s), 再求 P k和 Dk。 下面结合例题说明如
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何用梅逊公式进行框图简化。

例 2-17　 图 2-23 所示为某系统的框图, 试求出系统传递函数
C( s)
R( s)

。

图 2-23　 系统的框图

解 　 采用梅逊公式求解。
1) 先求 D( s)。 框图有 4 个回路: ①~ ④。 注意回路的含义, 例如, 信号从引出点 A

出发, 路径为 A→G5→G6→比较点 B→A→G4→比较点 C→G3→B, 该通路不是回路, 回路

的起点和终点应在同一点(起点 A、 终点 B 不是同一点), 且通过任一点的次数不多于 1
次(引出点 A 的通过次数为 1. 5 次)。

4 个回路传递函数分别为-G1G2 [路径为 G1→比较点 C→G2→比较点 D→G1, 该路径

上传递函数乘积为 G1 ×G2 ×( -1)= -G1G2]、-G3G4、-G5G6、G7G8。 对所有回路的传递函数求

和, 得到∑L1

∑L1 = -G1G2 -G3G4 -G5G6 +G7G8

两个互不接触的回路有 4 种组合: ① ③、 ① ④、 ② ④、 ③ ④, 传递函数乘积分别为

G1G2G5G6、-G1G2G7G8、-G3G4G7G8、-G5G6G7G8, 再求和得到∑L2

∑L2 =G1G2G5G6 -G1G2G7G8 -G3G4G7G8 -G5G6G7G8

三个互不接触的回路只有 1 种组合: ①③④, 传递函数乘积为 G1G2G5G6G7G8, 得

∑L3 =G1G2G5G6G7G8

由此可求得框图特征式为

D( s)= 1-∑L1 +∑L2 -∑L3 =
1-( -G1G2 -G3G4 -G5G6 +G7G8) +(G1G2G5G6 -G1G2G7G8 -G3G4G7G8 -
G5G6G7G8) -G1G2G5G6G7G8

2) 再求 P k、 Dk。 从 R( s)到 C( s)有 2 条前向通道。
一条为 P1 =G1G3G5G7, 它与所有的回路均有接触, 因此, D( s)中与 P1 有接触的回

路传递函数(即下式中用下划线标记的部分)均取零值, 即

1 -(G1G2 -G3G4 -G5G6 +G7G8) +(G1G2G5G6 -G1G2G7G8 -

G3G4G7G8 -G5G6G7G8) -G1G2G5G6G7G8

此时, D( s)的余因子(即上式方框标记的部分)为 1, 所以
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P1 =G1G3G5G7,　 D1 = 1

另一条为 P2 = -G9G7, 它与回路-G1G2、-G3G4、-G5G6 不接触、 与回路 G7G8 有接触,
D( s)中与 P2 有接触的回路传递函数 G7G8(即下式中用下划线标记的部分)均取零值, 即

1 -( -G1G2 -G3G4 -G5G6 +G7G8) +( G1G2G5G6 -G1G2 G7G8 -

G3G4 G7G8 -G5G6 G7G8) -G1G2G5G6 G7G8

此时, D( s)的余因子(即上式方框标记的部分)为 1-( -G1G2 -G3G4 -G5G6) +(G1G2G5G6 ),
所以

P2 = -G9G7,　 D2 = 1+G1G2 +G3G4 +G5G6 +G1G2G5G6

将以上结果代入式(2-83), 可得从 R( s)到 C( s)的传递函数 T( s), 即

C( s)
R( s)

=
P1D1 +P2D2

D( s)
=

G1G3G5G7 -G9G7(1+G1G2 +G3G4 +G5G6 +G1G2G5G6)
1+G1G2 +G3G4 +G5G6 -G7G8 +G1G2G5G6 -G1G2G7G8 -G3G4G7G8 -G5G6G7G8 -G1G2G5G6G7G8

对于本例这种较为复杂的框图, 用等效变换方法的绘图和计算量巨大, 梅逊公式却

可以通过看图分析并结合必要的记录式书写与简单运算, 予以解决。 在使用梅逊公式时,
注意不要遗漏回路、 前向通道, 不要弄错余因子。

例 2-18　 图 2-22a 所示的系统框图, 试求出系统传递函数
C( s)
R( s)

、 误差传递函数
E( s)
R( s)

、

开环传递函数
B( s)
E( s)

。

解 　 采用梅逊公式进行求解。

(1) 求系统传递函数
C( s)
R( s)

　 对于本例这种较为简单、 弱交叉耦合的系统框图, 用梅

逊公式一下就能写出结果, 但仍要列出如下主要步骤:
框图有三个回路, 即

∑L1 = -G2G3G5 -G3G4G6 -G1G2G3G4G7

特征式为

D( s)= 1-∑L1 = 1+G2G3G5 +G3G4G6 +G1G2G3G4G7

可得

P1 =G1G2G3G4,　 D1 = 1
所以

C( s)
R( s)

=
P1D1

D( s)
=

G1G2G3G4

1+G2G3G5 +G3G4G6 +G1G2G3G4G7

(2) 求误差传递函数
E( s)
R( s)

　 同一个框图, 从框图任一输入到框图任一点的传递函数,

其特征式相同, 即
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D( s)= 1+G2G3G5 +G3G4G6 +G1G2G3G4G7

可得

P1 = 1,　 D1 = 1+G2G3G5 +G3G4G6

所以

E( s)
R( s)

=
P1D1

D( s)
=

1+G2G3G5 +G3G4G6

1+G2G3G5 +G3G4G6 +G1G2G3G4G7

这与如下求解方法的结果相同, 即

E( s)
R( s)

=
R( s) -C( s)G7

R( s)
= 1-

C( s)
R( s)

G7 =
1+G2G3G5 +G3G4G6

1+G2G3G5 +G3G4G6 +G1G2G3G4G7

(3) 求开环传递函数
B( s)
E( s)

　 E( s)不是系统框图的输入, 因而,
B( s)
E( s)

的特征式不同于

C( s)
R( s)

和
E( s)
R( s)

的特征式。 系统框图隐去 R( s)及相邻的比较点(带阴影虚框内的部分)的剩余

框图, 正满足 E( s)为输入、 B( s)为输出, 其特征式为

D( s)= 1+G2G3G5 +G3G4G6

可得

P1 =G1G2G3G4G7,　 D1 = 1
所以

B( s)
E( s)

=
P1D1

D( s)
=

G1G2G3G4G7

1+G2G3G5 +G3G4G6

也可以使用两次梅逊公式求出
B( s)
R( s)

、
E( s)
R( s)

, 再消去 R( s)后求得
B( s)
E( s)

。

3. 框图简化方法总结

综合对比等效变换和梅逊公式, 可见:
1) 框图简化时, 除非特殊要求, 两种方法采用哪一种都是可以的, 但梅逊公式无需

等效变换的多次绘图, 计算量小、 求解快捷, 因此, 可优先考虑采用梅逊公式。
2) 即使采用不如梅逊公式简便的等效变换方法, 也可在等效变换时结合梅逊公式以

减少计算量, 如可以直观地看出图 2-22b 回路②的简化结果为
G3G4

1+G3G4G6
, 根据图 2-22a 可

以看出图 2-22c 回路①的简化结果为
G2G3G4

1+G2G3G5 +G3G4G6
、 图 2-22d 回路③的简化结果为

G1G2G3G4

1+G2G3G5 +G3G4G6 +G1G2G3G4G7
。 　 　

3) 对于系统框图的特征式 D( s), 如果令 D( s)= 0, 则可得到系统的特征方程 D( s)= 0
(将在下一章用到)。 由框图得到系统的特征方程不必解出系统的传递函数, 只需用公式

D( s) = 1 -∑ L1 +∑ L2 -∑ L3 +… +( - 1) M ∑ LM , 即可求出 D ( s); 若已知开环传递函数

G( s)H( s), 则 1+G( s)H( s)= 0 即为特征方程。
4)注意系统框图简化的结果与书写: ①传递函数分母必有数字“1”, 这可由系统的特
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征式 D( s)得知; ②传递函数通常只有一次项(形如 G1G2、 G1 G2 G3 ), 而没有二次项及以

上(形如 G2
1G2、 G1G

3
2、 G1G2G5

3、 G1G3
2G2

3), 这是因为回路通过任一点的次数不多于 1 次;
③传递函数分母多项式通常写成因子式之和(如 G1G3G4 +G2G3G4 +G1G5G6 +G2G5G6 )不宜写

成因子式之积(如(G1 +G2)(G3G4 +G5 G6 )); ④每个回路宜按前向通道、 反馈通道顺序书

写。 前两个问题, 遗漏数字“1”、 传递函数出现二次项及以上, 简化结果肯定错误; 后两

个问题, 便于结合梅逊公式对简化结果进行校验。

本章小结
　 　 本章主要介绍了控制系统微分方程的求解和简化、 微分方程转化为代数方程的数学工

具———拉普拉斯变换、 传递函数的求解及框图简化等知识。 研究或分析控制系统, 需先建立

系统的数学模型。 数学模型是描述控制系统在信号传递过程中物理特性的数学表示。
1)将实际物理系统近似或等效为理想化的物理模型, 物理模型的数学描述即是数

学模型。 只有经过仔细的分析研究, 抓住本质的主要因素, 忽略次要因素, 才能建立

起既便于研究又能基本反映实际物理过程的数学模型。 物理系统能用机理分析方法建

立数学模型, 也能通过实验辨识方法建模。
2)微分方程是根据系统动力学特性描述系统的直观数学手段, 是控制工程中常用

的数学模型。 机械系统、 电气系统和液压系统的微分方程是机、 电、 液多学科控制工

程的基础。 相似系统为研究不同类型的工程系统提供了另外一种途径。
3)拉普拉斯变换是将微分方程代数化的数学工具, 通过拉普拉斯变换可以将复杂

的微积分运算转化为简单的代数运算, 再通过拉普拉斯反变换即可求得系统的输出(即

微分方程的解), 因而使控制系统数学模型的求解和处理变得更加简单。
4)在经典控制理论中, 线性定常系统采用传递函数描述其输入与输出关系。 在零

初始条件下对系统微分方程做拉普拉斯变换, 即可求得系统的传递函数。 它说明系统

本身特性与输入输出之间是没有关系的。 传递函数不能表征所描述系统的物理构成,
不同的物理系统, 只要它们动态特性相同, 可用同一传递函数来描述。

5)根据运动规律和数学模型的特点, 将比较复杂的系统划分为几种基本环节的组

合, 有利于研究复杂系统。 第 4 章控制系统的频域分析就主要采用了这种方法(将复杂

系统拆解为基本环节)来研究复杂系统。
6)框图是研究控制系统的图解方法。 等效变换和梅逊公式是框图简化的两种常用

方法。 已知系统框图, 可直接等效变换进行简化, 也可以直接采用梅逊公式(而无需把

框图转换为其他形式)进行简化。 采用等效变换和梅逊公式可求出系统框图中任意两个

变量之间的关系。

习　题

　 　 2-1　 思考以下问题。
1) 什么是数学模型? 动力学系统的数学模型主要包括哪些种类?
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图 2-24　 题 2-7 图

　 　 2) 相似系统的数学模型是否相同? 相似系统的特点是什么?
3) 传递函数的概念。 传递函数能否反映具有非零初始条件的系统动态过程? 能否

反映系统的物理属性?
4) 系统阶次和 n 阶系统的概念。
5) 框图简化有哪些方法?
2-2　 求下列函数的拉普拉斯变换, 假定当 t <0 时, f ( t)= 0。
1) f ( t)= 5(1-cos3t) 　 　 　 　 　 　 2) f ( t)= (1+t+t2) e-t

3) f ( t)= e-0. 5t sin10t 4) f ( t)=
sint (0≤t≤π)
0 (其他) 　{

2-3　 求下列函数的拉普拉斯反变换。

1) F( s)=
s+1

( s+2)( s+3)
2)F( s)=

1
s2(Ts+1)

　 (T>0)

3) F( s)=
s

( s+1) 2( s+2)
4)F( s)=

s+1
s2 +9

5) C( s)= 4
s( s2 +2s+4) 6)F( s)=

s
s2 -2s+5

2-4　 已知象函数如下, 求原函数 f ( t)的终值。

1) F( s)=
s+1

( s+2)( s+3)
2)F( s)=

s( s-1)
( s+1) 3( s+2)

2-5　 某系统微分方程为 3 c( t) +2c( t)= 2 r( t) +3r( t), 已知 c(0)= r(0)= 0, 其极点

和零点各是多少? 当输入为单位阶跃信号时, 即 r( t)= 1( t),输出 c( t)的初值和终值各

为多少?

2-6　 传递函数 G( s)=
10( s+1)( s2 +2s+2) e-2s

s2(2s+1)(4s2 +12s+9)
由哪些基本环节组成?

2-7　 求图 2-24 所示无源网络传递函数
Uo( s)
U i( s)

。

2-8　 求图 2-25 所示有源网络传递函数
Uo( s)
U i( s)

。

2-9　 图 2-26 所示为汽车在凹凸不平路面上行驶时承载系统的简化力学模型, 路面

的高低变化形成激励源, 由此造成汽车的振动和轮胎受力。 求: x i( t)为输入, 分别以
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图 2-25　 题 2-8 图

图 2-26　 题 2-9 图

图 2-27　 题 2-10 图 图 2-28　 题 2-11 图

汽车质量垂直位移 xo( t)和轮胎垂直受力 F2( t)作为输出的传递函数。

2-10　 冷连轧机通常由 4 ~ 6 个机架组成, 带材从第一

机架连续被轧至最后一架。 实际轧机机座及辊系系统是一

个复杂的多自由度质量分布系统。 为了便于分析, 可将其

简化为一个三自由度质量-弹簧-阻尼 系 统, 如 图 2-27 所

示。 其中, m0、 m1、 m2 分别为机架上部(包括上部立柱、

横梁、 液压活塞等)、上支撑辊和上工作辊、 整个机架下辊

系(包括下工作辊、 下支撑辊、 下部立柱、 横梁等)等效质

量; x0、 x1、 x2 分别为机架上部、 上支撑辊和上工作辊、

整个机架下辊系质心位移; f 0、 f 1分别为整个机架上辊系、

机架下辊系等效阻尼; k0、 k1 分别为整个机架上辊系、 机

架下辊系等效刚度。 设轧制力为 Fw, 求: 以压力 pL 为输

入, 分别以 x0、 x1、 x2 为输出的动力学模型。

2-11　 求图 2-28 所示机械系统的传递函数。
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图 2-29　 题 2-12 图

2-12　 求图 2-29 所示各系统框图的传递函数
C( s)
R( s)

。
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图 2-29　 题 2-12 图(续)

　 　 2-13　 求图 2-29a 和图 2-29b 所示系统框图的误差传递函数
E( s)
R( s)

。
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第 3 章　

控制系统的时域分析

系统的数学模型确定之后, 便可以用几种不同的方法去分析控制系统的性能指标。
在经典控制理论中, 有时域性能指标和频域性能指标(两者之间的关系见 5. 1. 2 节)。 时

域性能指标的分析方法有时域分析法和根轨迹法, 频域性能指标的分析方法则是频域分

析法。 显然, 不同的方法有不同的特点和不同的适用性。 控制系统的实际运行都是在时

域内进行的。 给定系统输入时间信号 r( t), 可求出系统的输出响应 c( t)。 由于系统的输

出响应 c( t)是时间 t 的函数, 故称这种响应为时间响应( Time Response)。 时域分析通过

研究系统在给定输入信号作用下的时间响应来分析评价系统的性能。 稳定的控制系统的

时域性能指标包括瞬态性能指标和稳态性能指标。 时域分析法所给出的性能指标直观而

明确, 能够提供系统时间响应的全部信息, 还可以应用于多输入、 多输出以及非线性系

统。 控制系统的稳定性是由系统特征方程的根(即闭环极点)决定的, 时间响应中瞬态分

量的特性也是由闭环极点决定的, 根轨迹法是一种实用的高阶系统求取闭环极点的图解

方法, 与时间响应分析形成互补。 本章的主要内容有系统的时间响应分析、 稳定性分析、
稳态误差分析计算和根轨迹法。

3. 1 控制系统的时间响应及性能指标

3. 1. 1　 典型输入信号

控制系统的性能可以通过在输入信号作用下, 用系统的时间响应来评价。 系统的时

间响应不仅取决于系统本身的特性, 还与外加输入信号有关。 由于控制系统的实际输入

信号往往无法预先知道, 因此, 在分析和设计控制系统时, 总是预先规定一些典型的输

入信号, 并以此对各种系统的性能进行分析比较。 典型信号应具有典型性, 即能够反映

系统工作的大部分实际情况; 同时形式应尽可能简单, 便于分析处理。
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1. 阶跃信号

阶跃(Step)信号如图 3-1a 所示, 其函数表达式为

r( t)=
A　 ( t≥0, A =常量)
0 ( t<0){

拉普拉斯变换为

R( s)= L[ r( t)] = A
s

阶跃信号相当于一个数值为常值的信号, 在 t≥0 时突然加到系统上。 幅值 A 为 1 的

阶跃函数称为单位阶跃函数, 记作 1( t)。
2. 斜坡信号

斜坡(Ramp)信号(或称速度信号)如图 3-1b 所示, 其函数表达式为

r( t)=
At　 ( t≥0)
0 ( t < 0){

拉普拉斯变换为

R( s)= L[At] = A
s2

斜坡信号相当于在控制系统中加入一个恒速变化的信号, 其速度为 A。 当 A = 1 时,

称为单位斜坡函数。 单位斜坡函数对时间的导数就是单位阶跃函数, 即
d
dt

t = 1( t); 反之,

单位阶跃函数的积分就是单位斜坡函数, 即 ∫t
0
1( t)dt = t 。

3. 加速度信号

加速度信号如图 3-1c 所示, 其函数表达式为

r( t)=
1
2
At2 　 ( t≥0)

0 ( t < 0)

ì

î

í

ïï

ïï

拉普拉斯变换为

R( s)= L
1
2
At2é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
= A
s3

加速度信号相当于在控制系统中加入一个按恒加速度变化的信号, 加速度为 A。 当

A = 1时, 称为单位加速度函数。 单位加速度函数对时间的导数即为单位斜坡函数, 单位斜

坡函数的积分就是单位加速度函数。
4. 脉冲信号

实用脉冲信号可视为持续时间极短的信号, 如图 3-1d 所示, 其函数表达式为

r( t)=
A
ε
　 (0≤t≤ε)

0 ( t<0, t>ε)

ì

î

í

ïï

ïï

式中, ε 为脉冲宽度, A 为脉冲面积。
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当 A = 1 时, 记为 δε( t)。 若令 ε→0, 即对脉冲的宽度取趋于零的极限, 则为理想单

位脉冲, 称作单位脉冲信号, 记为 δ( t)(见图 3-1e), 即 δ( t)= lim
ε→0

δε( t),有

δ( t) = ∞ 　 　 ( t = 0)
0 ( t≠0){

　∫∞

-∞
δ( t)dt = 1　 　

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

显然, δ( t)所描述的脉冲信号实际上是无法获得的。 在工程中, 当 ε 远小于被控对象的时

间常数时, 这种单位窄脉冲信号常被近似地当作 δ( t)来处理。 δ( t)的拉普拉斯变换为

L[ δ( t)] = ∫∞

-∞
δ( t)e - stdt = lim

ε→0∫
ε

0

1
ε
e - stdt = lim

ε→0

1
ε

- e - st

s
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε

0

=

lim
ε→0

1
εs

1- 1-εs+
1
2!
ε2 s2 -…( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
= 1

单位阶跃函数对时间的导数就是单位脉冲函数, 即
d
dt

1( t)= δ( t); 反之, 单位脉冲函

数的积分就是单位阶跃函数。
5. 正弦信号

正弦信号如图 3-1f 所示, 其函数表达式为

r( t)=
Asinωt　 ( t≥0)

0 ( t < 0){

图 3-1　 典型输入信号

当 A = 1 时, 称为单位正弦函数。 单位正弦函数的拉普拉斯变换为
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R( s)= L[ sinωt] = ω
s2 +ω2

正弦信号主要用于求取系统的频率响应, 据此分析 (第 4 章)与综合 (第 5 章)控制

系统。
实际应用时采用哪一种典型信号, 取决于系统常见的工作状态; 同时, 在所有可能

的输入信号中, 往往选取最不利的信号作为系统的典型信号。 这种处理在许多场合是可

行的。 例如室温、 水位等恒值调节系统, 以及工作状态突然改变或突然受到恒定输入作

用的控制系统, 都可以采用阶跃信号作为典型输入信号; 跟踪通信卫星的天线控制系统,
以及输入信号随时间逐渐变化的控制系统, 斜坡信号是比较合适的典型输入; 加速度信

号可用来作为航天控制系统的典型输入; 当控制系统的输入信号是瞬时冲击输入量时,
采用脉冲信号最为合适; 当系统的输入作用具有周期性变化时, 可选择正弦信号作为典

型输入。

3. 1. 2　 时间响应概述

时间响应(或称时域响应)即时域内系统的输出响应。
描述系统微分方程的解 c( t)就是该系统时间响应的数学表达式。 描述线性定常系统

的微分方程为常微分方程, 其一般描述形式为

an
dn c( t)
dtn

+an-1
dn-1 c( t)
dtn-1

+…+a1
dc( t)
dt

+a0 c( t)= bm
dm r( t)
dtm

+bm-1
dm-1 r( t)
dtm-1

+…+b1
dr( t)
dt

+b0 r( t)

该方程各项系数都是常数, 因而其解 c( t)必然存在并且唯一。 从数学角度来讲, 其

解 c( t)由该常微分方程对应的齐次微分方程 an
dn c( t)
dtn

+an-1
dn-1c( t)
dtn-1

+…+a1
dc( t)
dt

+a0 c( t)= 0

的通解和由零初始条件确定的非齐次微分方程特解之和组成。
系统时间响应的数学表达式即为该系统输出 C( s)的拉普拉斯反变换 c( t)。 由 2. 2. 2

节可知, 与高等数学中解常微分方程的方法相比, 由拉普拉斯反变换可以更简便地求解

系统输出响应 c( t)。 我们研究的是零初始条件下的输出响应(即零状态响应), 零初始条

件下常微分方程对应的传递函数为

G( s)=
C( s)
R( s)

=
bm sm +bm-1 sm

-1 +…+b1 s+b0

an sn +an-1 sn
-1 +…+a1 s+a0

=N( s)
D( s)

给定输入 R( s), 则输出 C( s)为

C( s)= R( s)G( s)= R( s)
N( s)
D( s)

(3-1)

对式(3-1)分母进行因式分解, 部分分式展开, 再进行拉普拉斯反变换, 即可求出输出响

应 c( t)。

常微分方程对应的齐次微分方程 an
dn c( t)
dtn

+an-1
dn-1 c( t)
dtn-1

+…+a1
dc( t)
dt

+a0 c( t) = 0, 系

统特征方程为
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an sn +an-1 sn
-1 +…+a1 s+a0 = 0

由此可见, 系统特征方程既是齐次微分方程拉普拉斯变换所得的代数方程, 又是系统传

递函数的分母(即特征式 D( s))等于零的方程, 即

D( s)= 0 (3-2)
若已知反馈控制系统的框图, 其特征式 D( s)可用梅逊公式求得(见 2. 4. 3 节)。
若系统特征方程的根(系统特征根), 即系统极点 s i( i = 1, 2, …, n)两两互异, 有

D( s)= an∏
n

i = 1
( s - s i) = ∑

n

i = 1

k i
s - s i

( k i为系统极点 s i处的留数), 则式(3-1)中与特征式 D( s)

对应的拉普拉斯反变换, 即齐次微分方程的通解 c t( t)为

c t( t) = L - 1[D( s)]=∑
n

i = 1
k ie s it (3-3)

任一系统的时间响应 c ( t) 都是由瞬态分量 c t ( t) 和稳态分量 css ( t) 两部分组成

的, c t( t)、 css( t)又分别称为瞬态响应 ( Transient Response) 和稳态响应 ( Steady-State Re-
sponse), 即

c( t)= c t( t) +css( t) (3-4)
时间响应中, 与系统极点(系统特征根)对应的响应分量即为瞬态响应; 一般地, 与

输入极点对应的响应分量为稳态响应。
1. 瞬态响应 c t( t)
系统在某一输入信号的作用下, 系统的输出量从初始状态到最终状态的响应过程称

为瞬态过程(或称暂态过程、 动态过程或过渡过程)。
由于实际控制系统具有储、 耗能元件(如在机械系统和电气网络中, m、 k、 L、 C 为

储能元件, f、 R 为耗能元件)并存在能量形式的转换, 使得描述系统的数学方程不是代数

方程而是微分方程(系统的阶次等于独立储能元件的数目), 因此, 系统输出量 c( t)不可

能立即复现输入量 r( t)的变化, 这是瞬态过程产生的物理和数学机理。
根据系统结构和参量选择情况, 瞬态过程表现为衰减、 发散、 等幅振荡等形式。 一

个能够实际运行的控制系统, 必须是稳定的系统, 其瞬态过程必须是衰减(收敛)的(见

3. 5 节), 因此, 一个稳定的控制系统, 其瞬态响应(或称暂态响应、 动态响应)是时间响

应中随着时间的推移会消失的部分。 因而, 当时间 t 足够长或趋于无穷大时, 瞬态响应趋

于零, 即

lim
t→∞

c t( t)= 0 (3-5)

瞬态过程反映了系统的动态特性(稳定性、 快速性以及阻尼状态与过渡过程)。
2. 稳态响应 css( t)
一个稳定的控制系统, 其稳态响应是时间响应中将一直存在的部分。 因而, 当时间 t

足够长或趋于无穷大时(此时瞬态响应趋于零), 系统的输出状态为稳态响应, 即

lim
t→∞

c( t)= css( t) (3-6)

稳态响应表征系统输出量 c( t)最终复现输入量 r( t)的程度。 根据输入信号的选择情

况, 稳态响应表现为恒值(如阶跃信号作用下的稳态响应为非零常数、 脉冲信号作用下的
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稳态响应总为零)、 发散(如斜坡信号、 加速度信号作用下的稳态响应)、 振荡(如正弦信

号作用下的稳态响应)等形式。
稳态响应反映了系统的稳态特性(准确性)。
3. 单位阶跃响应的两种形式

一个稳定的系统, 其单位阶跃响应(即单位阶跃信号作用下的时间响应)通常表现为

图 3-2 所示的无超调单调上升和有超调衰减振荡两种形式。 超调即输出响应有超过调节期

望值(即稳态值 c(∞ ))。
例如在测温时, 温度作为阶跃输入, 温度计为系统, 温度测量值为系统的输出响应,

测某一恒温(如体温)时温度测量值要经历单调上升过程, 在足够长的时间之后逼近于该

恒温值, 其时间响应形如图 3-2a 所示。
又如, 在车辆悬架系统中, 地面高低变化作为系统输入, 车身高低变化作为系统输

出响应, 车轮轧上更高的台肩路面后, 车身高低变化要经历衰减振荡过程, 在足够长的

时间之后收敛于稳态值 c(∞ ), 其时间响应形如图 3-2b 所示。

3. 1. 3　 瞬态性能指标

控制系统的瞬态性能指标通常是指单位阶跃响应的瞬态性能指标。 指标定义如下(见
图 3-2)。

1. 延迟时间(Delay Time) td
响应第一次达到稳态值 c(∞ )(即输出终值) 一半所需的时间, 叫作延迟时间, 即

图 3-2　 单位阶跃响应

a)无超调单调上升( ζ≥1)
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图 3-2　 单位阶跃响应(续)
b)有超调衰减振荡(0<ζ<1)

c( td)= 0. 5c(∞ ) (3-7)
2. 上升时间(Rise Time) tr
对于过阻尼( ζ >1)和临界阻尼( ζ = 1)系统, 其单位阶跃响应无超调, 通常采用从稳

态值 c(∞ )的 10%上升到 90%所需的时间来定义上升时间, 即

　 tr = t0. 9 -t0. 1
c( t0. 9)= 0. 9c(∞ )

c( t0. 1)= 0. 1c(∞ )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(3-8)

对于欠阻尼(0 < ζ < 1)系统, 其单位阶跃响应有超调, 通常采用响应第一次上升到

稳态值 c(∞ )所需的时间来定义上升时间, 即

c( t)= c(∞ )
　tr =mint{ (3-9)

3. 峰值时间(Peak Time) tp
响应达到超调的第一个峰值(即输出最大值 cmax)所需要的时间叫作峰值时间, 即

c( tp)= cmax (3-10)
4. 最大超调量(Peak Overshoot)σp%
第一个峰值 c( tp)、 稳态值 c(∞ )之差(即超过稳态值 c(∞ )的最大偏离量 σp )与稳态
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值 c(∞ )比值的百分数叫作最大超调量 σp%, 即

σp% =
c( tp) -c(∞ )

c(∞ )
×100% (3-11)

最大超调量反映了系统的阻尼大小和振荡程度, 即反映了系统的稳定程度或相对稳

定性。
5. 调整时间(Settling Time) ts
当时间足够长时, 响应最终渐近收敛于稳态值 c(∞ ), 输出响应 c( t)与稳态值 c(∞ )

之间的误差达到容许范围 Δ(Δ 通常取 5%或 2%)所需的最短时间定义为调整时间(或称调

节时间), 即

c( t)= c(∞ )(1±Δ)
　 ts = mint{ (3-12)

对于过阻尼( ζ > 1)和临界阻尼( ζ = 1)系统, 其单位阶跃响应无超调, 式(3-12)仅适

用 c( t)= c(∞ )(1-Δ)。

3. 1. 4　 稳态性能指标

稳态性能指标表示系统稳态输出跟踪给定输入或抑制扰动输入的能力和精度, 用系

统跟踪典型输入信号的稳态误差来评价。 稳态误差将在 3. 6 节介绍。

3. 2 一阶系统的时域分析

3. 2. 1　 一阶系统的数学模型

液压缸是机械装备电液控制系统的重要执行元件。 液压油具有可压缩性(液压油的体

积模量 βe通常选取 700 MPa 左右), 可视为弹性元件。 若将活塞和活塞杆的运动摩擦简化

为阻尼摩擦, 并不计活塞和活塞杆质量, 液压缸可抽象简化成图 3-3 所示的弹簧-阻尼系

统, 该系统独立储能元件的数目为 1, 因而为一阶系统。 该系统的输入为进油压力 p( t),
输出为活塞杆位移 x( t), 回油接油箱其压力近似为零, 求得微分方程为

f x( t) +kx( t)= Ap( t)

传递函数为

X( s)
P( s)

= A
fs+k

=

A
k

f
k
s+1

一阶系统传递函数的一般形式为

C( s)
R( s)

= K
Ts+1

(3-13)

   
   
   
   
  机
械
工
业
出
版
社
© 

 
   
   
 机
械
工
业
出
版
社
© 

 
机
械
工
业
出
版
社
©



59　　　

式中, K 为系统增益; T 为时间常数, 具有时间量纲。
线性系统满足叠加原理, 系统增益 K 仅影响时间响应的幅值, 因而研究系统增益

K = 1具有普遍意义, 此时一阶系统的传递函数写成如下标准形式

C( s)
R( s)

= 1
1+Ts

(3-14)

一阶系统的典型形式是惯性环节, 对应的框图如图 3-4 所示。

图 3-3　 一阶系统 图 3-4　 一阶系统框图

3. 2. 2　 一阶系统的时间响应

一阶系统对于输入信号 r( t)的时间响应 c( t), 可先利用式(3-14)求出 C( s), 然后对

C( s)进行拉普拉斯反变换, 得到时间响应 c( t)。
1. 单位阶跃响应

对于单位阶跃输入 r( t)=1( t), 则 R( s)=
1
s
, 得

C( s)= R( s)
C( s)
R( s)

= 1
s

1
Ts+1

= 1
s

+
-T
Ts+1

= 1
s

- 1

s+
1
T

对 C( s)进行拉普拉斯反变换, 得到单位阶跃响应 c( t)为

c( t) = 1-e- 1
T t 　 ( t≥0) (3-15)

由式(3-4)、 式(3-5)及相关定义可知, 瞬态响应 c t( t) = -e- 1
T t, 对应系统极点 - 1

T
;

稳态响应 css( t)= 1, 对应输入极点 0。 单位阶跃响应曲线如图 3-5a 所示。

图 3-5　 一阶系统的时间响应
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单位阶跃响应无超调、 无振荡, 从零值到稳态值呈指数曲线单调上升。 时间常数越

小, 上升越快。 单位阶跃响应的稳态值 c(∞ )可由式(3-15)或利用拉普拉斯变换终值定理

求得, 即

c(∞ )= c( t) t→∞ = 1-e- 1
T t t→∞ = 1

c(∞ )= lim
s→0

sC( s)= lim
s→0

s
1
s

1
Ts+1

= 1

时间常数取决于系统参量而与输入无关。 把 t = T 代入单位阶跃响应式可得到 c( T) =
0. 63c(∞ ), 根据这一特点, 可用实验方法测定时间常数 T。

当阶跃输入
A
s
的幅值 A≠1 时, 则一阶系统

1
Ts+1

的阶跃响应为

c( t)= A(1-e- 1
T t) 　 ( t≥0)

当系统增益 K≠1 时, 则一阶系统
K

Ts+1
的单位阶跃响应为

c( t)= K(1-e- 1
T t) 　 ( t≥0)

显然, 系统增益 K 或输入幅值 A 仅使时间响应的幅值成比例地变化, 而不影响瞬态

性能。
2. 单位斜坡响应

对于单位斜坡输入 r( t)= t, 则 R( s)=
1
s2

, 得

C( s)= R( s)
C( s)
R( s)

= 1
s2

1
Ts+1

= 1-Ts
s2

+ T2

Ts+1
= 1
s2

- T
s

+ T

s+
1
T

对 C( s)进行拉普拉斯反变换, 得到单位斜坡响应 c( t)为

c( t)= t-T+Te- 1
T t 　 ( t≥0) (3-16)

由式(3-4)、 式(3-5)及相关定义可知, 瞬态响应 c t( t)= Te- 1
T t, 稳态响应 css( t)= t-T。

一阶系统跟踪单位斜坡输入的误差为

e( t)= r( t) -c( t)

其稳态值 e(∞ )可由上式或利用拉普拉斯变换终值定理求得, 即

e(∞ )= [ r( t) -c( t)] t→∞ = T-Te- 1
T t( ) t→∞ = T

e(∞ )= lim
s→0

s R( s) -C( s)[ ] = lim
s→0

s
1
s2

- 1
s2

1
Ts+1( ) = lim

s→0
s

1
s2

Ts
Ts+1

= T

单位斜坡响应曲线如图 3-5b 所示, 可以看出, 当 t 足够大时, 一阶系统跟踪单位斜

坡输入的误差稳态值等于时间常数 T。
3. 单位脉冲响应

对于单位脉冲输入 r( t)= δ( t)、 R( s)= 1, 得
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C( s)= R( s)
C( s)
R( s)

= C( s)
R( s)

因而, 单位脉冲响应的拉普拉斯变换与系统的传递函数相同, 即

C( s)=
1

Ts+1
=

1
T

s+
1
T

对 C( s)进行拉普拉斯反变换, 得到单位脉冲响应 c( t)为

c( t)=
1
T
e- 1

T t 　 ( t≥0) (3-17)

由式(3-4)、式(3-5)及相关定义可知, 瞬态响应 c t( t) = 1
T

e- 1
T t, 稳态响应 css( t) = 0。

单位脉冲响应曲线如图 3-5c 所示, 为单调下降的指数曲线。
4. 线性定常系统的重要性质

线性系统满足叠加原理, 线性定常系统同样也满足叠加原理, 如线性定常系统在给

定输入 r1( t)、 r2( t)作用下的时间响应分别为 c1( t)、 c2( t), 则有

k1 r1( t) +k2 r2( t)
时间响应

→k1 c1( t) +k2 c2( t) 　 ( k1、k2为常数)
进一步, 通过分析一阶系统的单位阶跃、 单位斜坡、 单位脉冲三种输入信号之间的

关系, 以及三种输入信号所对应的时间响应的关系, 可以发现: 输入信号导数的时间响

应等于该输入信号时间响应的导数, 输入信号积分的时间响应等于该输入信号时间响应

的积分, 例如

1( t)
时间响应

→1-e- 1
T t

δ( t)=
d
dt

1( t)
时间响应

→
d
dt

(1-e- 1
T t)=

1
T
e- 1

T t

t = ∫t
0
1( t)dt

时间响应
→ ∫t

0
(1- e - 1

T t)dt = t - T + Te - 1
T t

这是线性定常系统所特有的性质。
基于这一性质, 对线性定常系统只需要讨论一种典型信号的响应, 就可以推知其他。

因此, 在对二阶和高阶系统的讨论中, 主要研究系统的单位阶跃响应。

3. 2. 3　 一阶系统的瞬态性能指标

一阶系统仅有参量 T, 因而一阶系统单位阶跃响应的瞬态性能指标只与 T 有关。
1. 延迟时间 t d
根据 td定义, 有

c( td)= 0. 5c(∞ )
由式(3-15)得

c( td)= 1-e- 1
T td = 0. 5
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整理得

td = -Tln(1-0. 5)= Tln
1

1-0. 5
所以

td = 0. 7T (3-18)
2. 上升时间 tr
根据 tr定义, 有

c( t0. 1)= 1-e- 1
T t0. 1 = 0. 1

c( t0. 9)= 1-e- 1
T t0. 9 = 0. 9

整理得

t0. 1 = -Tln(1-0. 1)= Tln
1

1-0. 1

t0. 9 = -Tln(1-0. 9)= Tln
1

1-0. 9
所以

tr = t0. 9 - t0. 1 = 2. 2T (3-19)
3. 调整时间 ts
根据 ts定义, 有

c( ts)= 1-e- 1
T t s = 1-Δ

整理得

ts = -TlnΔ = Tln
1
Δ

所以

ts =
3T (Δ = 5%)
4T (Δ = 2%){ (3-20)

综上所述, 时间常数 T 反映了系统的惯性, 表征了系统过渡过程的品质: T 越小, 惯

性越小, 系统的响应越快。 一阶系统不存在峰值时间和最大超调量。

3. 3 二阶系统的时域分析

3. 3. 1　 二阶系统的数学模型

若活塞和活塞杆的质量不能忽略, 液压缸可抽象为图 3-6 所示的质量-弹簧-阻尼系统,
该系统独立储能元件数目为 2, 为二阶系统。 油液施加到活塞的作用力F( t) = Ap( t), 以

油液作用力 F( t)为输入, 位移 x( t)为输出, 求得微分方程为

mx( t) + f x( t) +kx( t)= F( t)
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传递函数为

X( s)
F( s)

= 1
ms2 + fs+k

=

1
m

s2 +
f
m
s+

k
m

= 1
k

k
m

s2 +
f
m
s+

k
m

= 1
k

ω2
n

s2 +2ζωn s+ω2
n

式中, ωn为无阻尼振荡频率(或称自然频率( Natural Frequency)), 单位为 rad s-1, ωn =

k
m

; ζ 为阻尼比(黏性阻尼系数与临界阻尼系数之比), 为量纲一的量(旧称无量纲量),

ζ =
f

2 mk
。

由此可见, ωn和 ζ 只决定于系统参量而与输入无关。 可以用 ωn和 ζ 两个特征参量来

普遍地描述各种二阶系统的动态特性。 我们熟悉的一些现象, 如钟铃、 车辆悬架系统以

及电路在受到冲击后的短暂振动, 都是二阶系统时间响应常见的外在表现。
二阶系统传递函数的一般形式为

C( s)
R( s)

=
Kω2

n

s2 +2ζωn s+ω2
n

(3-21)

系统增益 K 仅影响时间响应的幅值, 因而研究系统增益 K = 1 具有普遍意义, 此时二

阶系统的传递函数写成如下标准形式, 即

C( s)
R( s)

=
ω2

n

s2 +2ζωn s+ω2
n

(3-22)

对应的框图如图 3-7 所示。

图 3-6　 二阶系统 图 3-7　 二阶系统框图

3. 3. 2　 二阶系统的单位阶跃响应

对单位阶跃输入 r( t)= 1( t), 则 R( s)=
1
s
, 得

C( s)= R( s)
C( s)
R( s)

= 1
s

ω2
n

s2 +2ζωn s+ω2
n
= 1

s
-

s+2ζωn

s2 +2ζωn s+ω2
n

(3-23)

对式(3-23)进行拉普拉斯反变换, 可求得二阶系统的单位阶跃响应。
二阶系统的特征方程为

s2 +2ζωn s+ω2
n = 0

其根(即系统极点)为
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s1,2 = -ζωn ±ωn ζ2 -1 (3-24)
由特征方程的根与系数关系或式(3-24)可知: 当 ζ = 1、 ζ>1、 0<ζ<1、 ζ = 0 时, 特征

方程的根分别为重负实根、 互异负实根、 负实部共轭复根、 共轭虚根。 这 4 种情况下, 系

统极点在 s 平面(即复平面)的分布如图 3-8a 所示, 其中, 当 0≤ζ≤1 时, 系统极点距原

点的距离为 ωn, 即 s1 = s2 =ωn。
系统极点在 s 平面上不同的分布决定其不同的时间响应。 下面分别对二阶系统在这 4

种情况下的单位阶跃响应进行讨论。
1. ζ= 1, 临界阻尼情况

由式(3-24)得
s1,2 = -ωn

系统有两个重负实数极点, 如图 3-8a 所示。
这时式(3-23)变成

C( s)=
1
s

- s+ωn +ωn
( s+ωn) 2 = 1

s
- 1

s+ωn
+ ωn
( s+ωn) 2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

对 C( s)进行拉普拉斯反变换, 求得单位阶跃响应 c( t)为
c( t)= 1-e-ω nt(1+ωn t) 　 ( t≥0) (3-25)

图 3-8b 中表示了临界阻尼二阶系统的单位阶跃响应, 它既无超调, 也无振荡。
2. ζ>1, 过阻尼情况

由式(3-24)得

s1 = -ζωn +ωn ζ2 -1 ,　 s2 = -ζωn -ωn ζ2 -1
系统有两个互异负实数极点( s1 >-ωn, s2 <-ωn), 如图 3-8a 所示。
这时式(3-23)变成

C( s)=
1
s

-
s+2ζωn

( s-s1)( s-s2)
= 1

s
-

k1

s-s1
+

k2

s-s2
( )

系统极点 s1、 s2处的留数分别为

k1 =
1

2 ζ2 -1 ( ζ- ζ2 -1 )
,　 k2 =

-1

2 ζ2 -1 ( ζ+ ζ2 -1 )

对 C( s)进行拉普拉斯反变换, 求得单位阶跃响应 c( t)为
c( t)= 1-k1 e s1t-k2 e s2t 　 ( t≥0) (3-26)

式(3-26)包含两个指数衰减项, c( t)不会超过稳态值 1。 图 3-8b 中表示了过阻尼二

阶系统的单位阶跃响应, 它既无超调, 也无振荡, 上升时间和调整时间均比临界阻尼

的长。
3. 0< ζ<1, 欠阻尼情况

由式(3-24)得

s1,2 = -ζωn ±jωn 1-ζ2

系统有一 对 负 实 部 共 轭 复 数 极 点, 如 图 3-8a 所 示。 ωn 1-ζ2 为 阻 尼 振 荡 频 率
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(Damping Oscillation Frequency), 记为 ωd, 即

ωd =ωn 1-ζ2 (3-27)
可见, 阻尼振荡频率 ωd小于无阻尼振荡频率 ωn。

这时式(3-23)可以写成

C( s)=
1
s
-

s+2ζωn

( s+ζωn) 2 +ω2
n(1-ζ2)

= 1
s
-

s+ζωn +ζωn

( s+ζωn) 2 +ω2
d
= 1

s
- s+ζωn

( s+ζωn) 2 +ω2
d
+

ζ
ωd

1-ζ2

( s+ζωn) 2 +ω2
d

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

对 C( s)进行拉普拉斯反变换, 求得单位阶跃响应 c( t)为

c( t)= 1- e-ζω ntcosωd t+
ζ

1-ζ2
e-ζω nt sinωd t( ) = 1-e-ζω nt cosωd t+

ζ

1-ζ2
sinωd t( ) =

1-
e-ζω nt

1-ζ2
( 1-ζ2 cosωd t+ζsinωd t) (3-28)

注意图 3-8a 阴影三角形中的 θ, sinθ = 1-ζ2 , cosθ = ζ, 上式整理得

c( t)= 1- e-ζω nt

1-ζ2 sin(ωd t+θ) 　 ( t≥0) (3-29)

式中, θ 为阻尼角, θ = arccosζ。
图 3-8b 表示了欠阻尼二阶系统的单位阶跃响应, 它呈现为衰减振荡过程(0 <σp% <

100%), 振荡频率是阻尼振荡频率 ωd, 其振幅按指数曲线衰减, 两者均由系统参量 ζ 和

ωn决定。
4. ζ= 0, 无阻尼情况

由式(3-24)得
s1,2 = ±jωn

系统有一对共轭虚数极点(此时, 系统处于临界稳定状态, 临界稳定在工程上属不稳

定, 见 3. 5 节), 如图 3-8a 所示。
将 ζ = 0 代入式(3-29)可得

c( t)= 1- cosωn t　 ( t≥0) (3-30)
图 3-8b 表示了无阻尼二阶系统的单位阶跃响应, 它呈现了等幅振荡过程 ( σp% =

100%), 振荡频率为 ωn。
从上面的分析可以看出, ωn和 ωd的物理意义如下:
1) ωn是无阻尼二阶系统等幅振荡的振荡频率, 因此称为无阻尼振荡频率(或称自然

频率)。
2) ωd 是欠阻尼二阶系统衰减振荡的振荡频率, 因此称为阻尼振荡频率, ωd =

ωn 1-ζ2 。

3) 相应地, 把 Tn 称为无阻尼振荡周期, Tn =
2π
ωn

; Td 称为阻尼振荡周期, T d =
2π
ω d

=

2π

ωn 1-ζ2
。
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图 3-8　 二阶系统极点分布与对应的阶跃响应

a) 极点分布 　 b) 阶跃响应

4) 当参量 ωn相同时, 无阻尼振荡周期小于阻尼振荡周期, 即 Tn <Td; 阻尼比越大,
阻尼振荡周期越长, 如图 3-8 所示。

同时, 也可以看出 ζ 对二阶系统单位阶跃响应的影响如下:
1) ζ 越小, 上升越快。
2) 在 ζ≥1 的情况下, 响应具有单调上升的特性。 系统的响应速度, 以 ζ =1 时为最短。
3) 在 0≤ζ<1 的情况下, ζ 越小, 振荡越大; 当 ζ = 0 时, 呈现出等幅振荡。

3. 3. 3　 欠阻尼二阶系统的瞬态性能指标

二阶系统的特征参量 ζ 和 ωn直接关系到系统的瞬态响应。 分析 ζ 和 ωn与瞬态性能指
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标的关系, 可指出设计和调整二阶系统的方向。 除那些不允许产生振荡的控制系统外,
通常允许有适度的振荡特性, 以求能有较短的响应时间。 因此, 系统经常工作在欠阻尼

状态。
下面给出欠阻尼二阶系统的瞬态性能指标计算公式。
1. 上升时间 tr
根据 tr定义, 先求满足 c( t)= c(∞ )的时间 t。 由式(3-29)得

c( t)= 1-
e-ζω nt

1-ζ2
sin(ωd t+θ)= 1

即

e-ζω nt

1-ζ2
sin(ωd t+θ)= 0

由于 e-ζω nt≠0, 所以

sin(ωd t+θ)= 0
则

ωd t+θ = kπ　 ( k = 1,2,…)
即

t = kπ-θ
ωd

　 ( k = 1,2,…)

再取 tr =mint, 得

tr =
π-θ
ωd

= π-arccosζ

ωn 1-ζ2
(3-31)

由式(3-31)可知:
1) 当 ζ 一定时, 则阻尼角 θ 不变, 系统的响应速度与 ωn成正比, 即 ωn越大, tr越小,

响应越快。

2) 当 ωn一定时, ζ 越小, tr也越小(分子(π-arccosζ)变小、 分母 ωn 1-ζ2 变大), 响

应越快。
2. 峰值时间 tp
根据 tp定义, 有 c( tp)= cmax, 因而c( tp)= 0, 即

dc( t)
dt t = tp

= ζωn
e-ζω ntp

1-ζ2
sin(ωd tp +θ) - e-ζω ntp

1-ζ2
ωd cos(ωd tp +θ)=

ωn e
-ζω ntp

1-ζ2
ζsin(ωd tp +θ) - 1-ζ2 cos(ωd tp +θ)[ ] =

ωn e
-ζω ntp

1-ζ2
cosθsin(ωd tp +θ) -sinθcos(ωd tp +θ)[ ] =

ωn e
-ζω ntp

1-ζ2
sinωd tp = 0
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所以

sinωd tp = 0
上面三角方程在数学意义上的解为

ωd tp = kπ　 ( k = 1,2,…)
实际上, 峰值时间 tp对应于第一个峰值, 因而有

ωd tp =π
所以

tp =
π
ωd

= π

ωn 1-ζ2
(3-32)

阻尼振荡周期 Td = 2π
ωd

, 因而峰值时间是阻尼振荡周期的一半, 即 tp = 1
2
Td。 由式

(3-32)可以看出:
1) 当 ζ 一定时, ωn越大, tp越小, 响应越快。
2) 当 ωn一定时, ζ 越小, tp也越小, 响应越快。
3. 最大超调量 σp%
根据 σp%定义, 结合式(3-29)和式(3-32), 可以求出超过稳态值 c(∞ )的最大偏离量

σp为

σp = c( tp) -c(∞ )= - e-ζω ntp

1-ζ2
sin(ωd tp +θ)= e

-ζω ntp = e
-ζω n

π

ωn 1-ζ2 = exp -ζωn
π

ωn 1-ζ2( )
最大超调量 σp%为

σp% =
c( tp) -c(∞ )

c(∞ )
×100% =

σp

c(∞ )
×100% = exp - ζπ

1-ζ2( ) ×100% (3-33)

可见, 最大超调量只是 ζ 的函数, 而与 ωn无关。 ζ 越小, σp%越大。 不同阻尼比的最

大超调量 σp%见表 3-1。

表 3-1　 不同阻尼比的最大超调量 σp%

ζ 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 5 0. 6 0. 7 0. 8 0. 9

σp% 72. 92% 52. 66% 37. 23% 25. 38% 16. 30% 9. 48% 4. 60% 1. 52% 0. 15%

由式(3-33)可得

ζ =
( lnσp%) 2

π2 +( lnσp%) 2

因此, 若已知最大超调量 σp%, 可求出阻尼比 ζ。
4. 调整时间 ts
阶跃响应曲线开始进入偏离稳态值±Δ 的误差带(Δ 取 5%或 2%), 并从此不再超越这

个范围的时间为系统的调整时间 ts。 显然, ts越小, 表示系统动态调整过程越快。 对于欠

阻尼二阶系统单位阶跃响应式(3-29), 指数曲线 1± e-ζω n t
1-ζ2

是其对称于 c(∞ ) = 1 的一对包
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络线, 整个响应曲线总是包含在这一对包络线之内, 如图 3-9 所示。

图 3-9　 单位阶跃响应曲线的包络线

往往采用包络线代替实际响应来估

算调整时间。 由图 3-9 可见, 不管采用

上包络线还是下包络线, 都可以得到同

样的估算结果:

1+ e-ζω nt s

1-ζ2
= 1+Δ　 或 　 1- e-ζω nt s

1-ζ2
= 1-Δ

即

e-ζω nt s

1-ζ2
=Δ

由上式求得

ts =
1

ζωn
ln

1
Δ

+ln 1
1-ζ2( ) (3-34)

由图 3-9 可知, 式(3-34)所得结果

(即估算值)要大于实际值, 结果比较保守, 因而忽略 ln 1
1-ζ2

, 通常采用如下近似式

计算

ts≈
1

ζωn
ln

1
Δ

=

3
ζωn

(Δ = 5%)

4
ζωn

(Δ = 2%)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(3-35)

分析可知, ωn大, 调整时间 ts就小。 ζ 与 ts的关系不能用式(3-34)和式(3-35) (即包

络线估算和近似式)来看。 精确计算表明, ζ 有个临界值 ζc(约为 0. 68), 当 ζ<ζc时, ζ 大,
ts就小, 这与 tp、 tr和 ζ 的关系正好相反; 当 ζ>ζc时, ζ 小, ts就小。 通常, ζ 值是根据允

许最大超调量 σp%确定的, 因此 ts可以根据 ωn来确定。 这样, 在不改变最大超调量的情

况下, 通过调整 ωn,可以改变 ts。

需要注意, ts近似式是源于包络线估算的近似, 有时会有较大误差。 例如, 当 ζ =
2
2

、

Δ = 5%时, 用包络线估算求得 ts =
1

ζωn
ln

1
Δ

+ln 1
1-ζ2( ) = 4. 7

ωn
, 用包络线估算的近似式求得

ts≈
3

ζωn
= 4. 2
ωn

, 实际的调整时间 ts =
2. 9
ωn

(用 MATLAB 求得, 有关 MATLAB 内容见附录 A),

而上升时间 tr =
π-θ

ωn 1-ζ2
= 3. 3
ωn

, 实际的调整时间 ts<tr。
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5. ζ、 ωn与瞬态性能指标间的关系分析

综上所述, 可将特征参量 ζ、 ωn与各瞬态性能指标间的关系归纳如下:

1) 二阶系统的瞬态响应特性由 ζ 和 ωn共同决定, 欲使二阶系统具有满意的瞬态性能

指标, 必须综合考虑 ζ 和 ωn的影响, 选取合适的 ζ 和 ωn。
2) 若保持 ζ 不变而增大 ωn, 则对最大超调量无影响, 却可以使上升时间 tr、 峰值时

间 tp和调整时间 ts 变小, 即可以提高系统的快速性。 所以增大 ωn 对提高系统性能是有

利的。
3) 若保持 ωn不变而增大 ζ 值, 则会使最大超调量 σp%减小, 减弱系统的振荡性能,

增加相对稳定性。 对上升时间 tr、 峰值时间 tp而言, 减小 ζ 值, 会使 tr、 tp变小。 对调整

时间 ts而言, 当 ζ<ζc时, 随着 ζ 的增大, ts变小; 而当 ζ>ζc时, 随着 ζ 的增大, ts变大,
系统的快速性变差。

4) 综合考虑系统的相对稳定性和快速性, 通常取 ζ = 0. 4 ~ 0. 8, 这时系统的最大超调

量为 25. 4% ~ 1. 5%。 若 ζ<0. 4, 则系统超调严重, 相对稳定性差; 若 ζ>0. 8, 则系统反应

迟钝, 灵敏性差。 当 ζ = 2
2

≈0. 707 时, σp% (为 4. 32%)和 ts 均较小(当 Δ = 5%时, ts <

tr), 称 ζ =
2
2

≈0. 707 为最佳阻尼比(从频域分析角度对最佳阻尼比的说明见 4. 2. 2 节的

“振荡环节”)。

图 3-10　 例 3-1 图

6. 分析计算实例

例 3-1　 某控制系统如图 3-10 所示。
1) 试确定 K = 4 时系统的特征参量 ωn和 ζ。
2) 试求出 K = 4 时系统的最大超调量 σp%

和调整时间 ts(Δ = 5%)。

3) 若采用最佳阻尼比 ζ = 2
2

, 试确定系统

的开环增益 K 值。
解 　 系统的闭环传递函数为

C( s)
R( s)

= G( s)
1+G( s)H( s)

=

K
s(Ts+1)

1+
K

s(Ts+1)

= K
s2 +Ts+K

= K
s2 +s+K

将上式的特征方程 s2 +s+K = 0 与二阶系统的特征方程 s2 +2ζωn s+ω2
n = 0 相比, 可得

ω2
n =K,　 2ζωn = 1

1) 计算得

ωn = K = 2 rad s-1,　 ζ =
1

2ωn
= 0. 25
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2) 最大超调量 σp%由式(3-33)确定, 即

σp% = exp - ζπ

1-ζ2( ) ×100% = 44%

调整时间 ts由式(3-35)确定, 即

ts≈
3

ζωn
= 6 s (Δ = 5%)

3) 由 ω2
n =K, 求出

K =ω2
n =

1
2ζ( )

2
= 1

2×
2
2

( )
2
= 0. 5

图 3-11　 例 3-2 图

例 3-2　 某控制系统如图 3-11 所示, 若要

求系统具有性能指标 σp% = 20%、 tp = 1 s, 试

确定系统参量 K、 τ, 并计算上升时间 tr 和调

整时间 ts(Δ = 2%)。
解 　 首先, 求出系统闭环传递函数

C( s)
R( s)

=

K
s( s+1)

1+
K

s( s+1)
(τs+1)

= K
s2 +(1+Kτ) s+K

将上式的特征方程 s2 +(1+Kτ) s+K = 0 与二阶系统的特征方程 s2 +2ζωn s+ω2
n = 0 相比, 得

ω2
n =K,　 2ζωn = 1+Kτ

由 σp% = exp - ζπ

1-ζ2( ) ×100% = 20%, 解得

ζ =
( lnσp%) 2

π2 +( lnσp%) 2
= 0. 456

再由 tp =
π

ωn 1-ζ2
= 1, 解得

ωn =
π

tp 1-ζ2
= 3. 53 rad s-1

从而解得

K =ω2
n = 12. 46

τ =
2ζωn -1

K = 0. 178

由上升时间 tr和调整时间 ts公式, 计算得
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tr =
π-θ
ωd

= π-arccosζ

ωn 1-ζ2
= 0. 65 s

ts≈
4

ζωn
= 2. 48 s 　 (Δ = 2%)

3. 4 高阶系统的时域分析

　 　 高阶系统传递函数的一般形式为

C( s)
R( s)

=
bm sm +bm-1 sm

-1 +…+b1 s+b0

an sn +an-1 sn
-1 +…+a1 s+a0

=N( s)
D( s)

　 (n≥m)

对于单位阶跃输入 R( s)=
1
s
, 输出 C( s)为

C( s)= R( s)G( s)=
1
s

N( s)
D( s)

在实际控制系统中, 闭环极点 s i( i = 1, 2, …, n)通常两两互异, 假定闭环极点中有

q 个实数极点 s i( i = 1, 2, …, q), 其余闭环极点 s i( i = q+1, q+2, …, n-q)为 r 对复数极

点 σ l±jω l( l = 1, 2, …, r), 且 q+2r = n。 对 C( s)分母进行因式分解, 部分分式展开

C(s) = 1
s

N(s)
an

∏
q

i = 1
(s - si)∏

r

l = 1
(s2 - 2σl s + σ2

l + ω2
l )

= K
s + ∑

q

i = 1

k i
s - si

+ ∑
r

i = 1

Al s + Bl

s2 - 2σl s + σ2
l + ω2

l

(3-36)

式中, K =
b0

a0
; k i为极点 s i( i = 1, 2, …, q)处的留数; A l、 B l为系数, 可由 2. 2. 2 节方法

求解。
对式(3-36)进行拉普拉斯反变换, 求得系统的单位阶跃响应为

c( t) = K +∑
q

i = 1
k ie s it +∑

r

l = 1
C leσ lt sin(ω l t + θ l) 　 ( t≥0) (3-37)

式中, C l、 θ l可由 2. 2. 2 节方法求解。
综上可知:
1) 高阶系统的瞬态响应通常由一阶系统瞬态响应分量(模态为 e s it)和二阶系统瞬态响

应分量(模态为 eσ lt sin(ω l t+θ l))组成。 输入信号极点对应的拉普拉斯反变换为时间响应的

稳态分量。 传递函数极点对应的拉普拉斯反变换为时间响应的瞬态分量。 极点在左半 s 平
面距虚轴越远, 相应的瞬态分量衰减越快。

2) 如果所有的闭环极点 s i( i = 1, 2, …, n)均具有负实部(即 Re( s i) <0), 由式(3-
37)可知, 随着时间的推移, 式中所有的瞬态分量将不断衰减, 最后该式的右方只剩下由
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输入信号的极点所确定的稳态分量 K。 这意味着, 当 Re( s i) <0 时, 过渡过程结束后, 系

统的被控制量仅与其控制输入信号有关。
3) 在高阶系统的闭环极点中, 如果距虚轴最近的闭环极点, 其周围没有零点, 而且

其他闭环极点距虚轴的距离是该极点距虚轴的 5 倍以上, 则可以认为系统的响应主要由该

极点决定, 这种极点称为主导极点。 高阶系统的主导极点常是共轭复数极点。 在设计一

个高阶系统时, 常利用主导极点来选择系统的参量, 使系统具有预期的一对主导极点,
从而把高阶系统近似地用一对主导极点所描述的二阶系统去表征。

3. 5 稳定性及其劳斯稳定判据

　 　 稳定是控制系统能够正常工作并完成预期控制任务的前提, 在系统稳定的前提下方

能分析讨论快速性和准确性, 因而稳定性是控制系统的首要性能。 确保闭环控制系统稳

定是控制系统设计的重要内容。 许多物理系统原本是开环不稳定的, 有的甚至被故意设

计成开环不稳定的。 例如, 大部分现代战斗机出于操纵性和机动性要求都被设计成开环

不稳定的系统, 如果不引入反馈系统来协助飞行员实施主动驾驶控制, 这些战斗机就不

能飞行。 这时要引入主动控制, 使不稳定的系统变得稳定, 并保证瞬态性能指标等技术

指标满足要求。 由此可见, 可以利用反馈环节使不稳定系统变得稳定, 并通过选择合适

的控制器参量, 来调节系统的瞬态性能(有关反馈的更多作用, 见 5. 4. 1 节)。 对于开环

稳定的对象, 可以利用反馈来调节闭环性能, 以便满足设计指标要求。 本节的主要内容

包括稳定性的概念、 线性定常系统稳定的充要条件和劳斯稳定判据。

3. 5. 1　 稳定性的概念

下面讨论经典控制理论中关于系统稳定性的概念。 假设某系统处于正常的工作状态

(可认为其处于平衡状态), 受到扰动作用后将会偏离平衡状态, 但在扰动消失且没有任

何外部信号作用下, 系统以自身的结构与参量特征能够逐渐恢复到平衡状态, 则称该系

统是稳定的。 从系统的微分方程输出解 c( t)的角度讲, 如果系统的自由响应(即零输入响

应)解是收敛的, 则系统是稳定的, 如图 3-12a 所示; 否则, 系统就是不稳定的, 包括图

3-12b 所示的发散响应形式和图 3-12c 所示的等幅振荡形式(严格来讲, 等幅振荡情况属

于临界稳定, 但经典控制理论中将其归于不稳定) 。 由此可知, 稳定性是表征系统在扰

图 3-12　 系统稳定性示意图
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